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(Fé')rord

Det hir ar ett kompendium som beskriver den speciella relativitesteorin, utvecklad av Albert
Einstein under tidigt 1900-tal. Kompendiet 4r menat att beskriva teorin pa ett utforligt sitt och ha
ett omfang som passar for en inledande kurs i amnet pa hogskoleniva. Med detta sagt finns det
mycket mer inom dmnet som inte tas upp i detta kompendium, och forfattarna hoppas forstas att
inspirera ldsaren till vidare studier inom dmnet.

Kompendiet dr avsett for att fungera som kurslitteratur till kursen Speciell relativitetsteori som
ges till fysikstudenter pd Chalmers tekniska hogskola och Goteborgs universitet. Den #r baserad pa
foreldsningsanteckningar fran kursen under hostterminen 2017 och ar forfattad av examinatorn i
kursen tillsammans med fem tidigare studenter.

Kompendiet dr uppdelat i nio kapitel dir varje kapitel till storsta del bestar av teori, och avslutas
med 6vningsuppgifter som behandlar teorin. Facit och 16sningar till dessa hittar du pa kurshemsidan.

Forkunskapskraven técks vil av de kurser som studeras under de tva inledande aren pa fysikut-
bildningar vid tekniska hogskolor och universitet. Forstaelse for matematisk analys i en och flera
variabler, linjir algebra, mekanik, vektoranalys och elektromagnetism é&r bra att ha.

Kompendiet finns tillgidngligt gratis pa kurshemsidan och pa Wikipediasidan om speciell
relativitetsteoriurl och finns att kdpa i tryckt form pa www. cremona . se till utskriftspris. Papekanden
om tryckfel mottages tacksamt pa kompendium. errata@gmail . com.

Vi forfattare vill passa pa att tacka Mans Henningson, Elias H61én Hannouch, Daniel Benja-
minsson, Oskar Lindroos och Jakob Wadman som har lagt tiden pa att korrekturldsa kompendiet
och hjélpt oss att forbittra det. Vi vill ocksa ge ett sérskilt tack till Daniel Persson, som har bidragit
nagra av dvningsuppgifterna, och Lars Hellberg for lanet av en ypperlig HDMI-kabel, som vi ej
skulle ha klarat vara moten utan.

Kompendiet tilldgnas alla de studenter som ldser kursen.


https://sv.wikipedia.org/wiki/Speciella_relativitetsteorin
https://sv.wikipedia.org/wiki/Speciella_relativitetsteorin
www.cremona.se
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1.1

(l. Varlden fore speciell relativitetsteori

Fysiken fram till slutet av 1800-talet bestod i stort sett av mekanik, elektrodynamik och termo-
dynamik, vilket ibland kallas for den klassiska fysiken. I detta inledande kapitel kommer nagra
begrepp inom den klassiska fysiken kort presenteras. Framforallt kommer fokus att ldggas pa
forhallandet mellan mekanik och elektrodynamik, samt hur fysiker, innan Albert Einstein (1879-
1955) presenterade den speciella relativitetsteorin, forsokte hantera beskrivningar av ljusets rorelse
och héndelser i olika referenssystem. Begreppen som diskuteras &r bland annat Newtons tre lagar,
Galileitransformationen, Maxwells ekvationer, Michelson-Morleys experiment och ljusets hastighet.

Mekanik

Inom den Newtonska mekaniken giller Isaac Newtons (1643-1727, n.s.) tre lagar.

1.1.1 — Tréghetslagen. Fria partiklar, ddr vektorsumman av alla yttre verkande krafter ar noll,

Ren : . _ dv _
ror sig med konstant vektorhastighet: } F =0 <= ;7 =0.

1.1.2 — Accelerationslagen. Vektorkraften pa en partikel har samma riktning och storlek
som produkten av dess massa och acceleration: ' = ma.

1.1.3 — Lagen om verkan och motverkan. Krafterna for verkan och motverkan ér lika och
motriktade. Om en kropp A paverkar en kropp B med en kraft I, paverkar B kropp A med en
kraft —TF.

Fysikaliska lagar som beskriver kroppars rorelser relativt varandra rader i ndgon typ av refe-
renssystem. Ett klassiskt referenssystem kan ses som en ténkt férlingning av en solid kropp. Det
beskriver positioner i rummet som ér lasta eller i vila relativt varandra. Man behdver ocksa ange
tiden for att kunna specificera nir en viss hindelse sker eller for att kunna beskriva rorelsen.

Newton ansag att bade tid och rum var absoluta samt att det fanns ett referenssystem som var
“battre” dn alla andra, vilket var i vila relativt solsystemets masscentrum. Newton kallade det for
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Guds sensoriska organ, i vilket Gud kunde kénna virlden. Detta var det absoluta rummet, som
saknade inverkan av fiktiva krafter dir Newtons lagar giéllde och vars klocka alltid tickade med
konstant takt. Det var alltsa fundamentet for den Newtonska mekaniken. Tiden flodar i samma takt
Overallt. Alla andra referenssystem fangar bara upp denna virldsklocka och fortsitter ticka, med
enbart friheten av val till enheter och startpunkt.

Men det finns ocksa andra referenssysyem som ir “lika bra” som det absoluta rummet nir det
giller Newtons lagar. Mer exakt definierar vi ett inertialsystem:

I Definition 1.1.1 — Inertialsystem. Ett inertialsystem &r ett system dir Newtons troghetslag
1.1.1 géller.

Ett inertialsystem &r alltsa ett system dér det ej finns nagra fiktiva krafter. Vi visar nu att ett
inertialsystem &r ett system som ror sig med konstant hastighet relativt det absoluta rummet och att
1.1.2 samt 1.1.3 ocksa giller i det.

Lat oss forst tydliggora forhallandet mellan tva referenssystem: Vi séger att tva referenssystem,
S och §', befinner sig i standardkonfiguration nir S’ ror sig med en konstant hastighet v i -
riktningen relativt S. Vanliga kartesiska koordinater samt en tidskoordinat anvinds, koordinaterna
i S betecknas med z, y, z och ¢t medan koordinaterna i S’ betecknas med z’, 3/, 2’ och t'. Bada
system borjar vid t = 0 och ¢’ = 0, med origo for respektive system, O och O, i samma punkt.
Axlarna #r orienterade enligt Figur 1.1. I standardkonfigurationen &r axlarna parallella och har
samma riktningar for bada system. Standardkonfigurationen riacker for att bevisa de flesta resultaten
inom Newtonsk mekanik eller Speciell relativitetsteori, da alla andra typer av konfigurationer fas
med hjilp av rotation och forflyttning av origo.

S .S
Y Y

z /

Figur 1.1: Inertialsystemen S och S’ i standardkonfiguration. S’ ror sig med konstant
hastighet v relativt S i positiv z-riktning. De har ingen forskjutning i y- eller z-led och
har en tid ¢ och ¢ anknutna till respektive system, valda sé att vid ¢t = ¢’ = 0 giller
0=0'.

En héndelse kan beskrivas i bada systemen genom att utfora en koordinattransformation mellan
dem. Eftersom S’ bara ror sig i z-led relativt S, fas foljande transformation mellan systemen, kallat
Galileitransformationen.

1.1.4 — Galileitransformationen. Transformationen av position, hastighet och acceleration
frén S till S'.

¥ =x—ut = Ul = Uy —v = al, = ay

I / [

Y=y = Uy = Uy — Ay = Gy (w1
2=z = ul, =u, = a,=a,

t'=t.

Notera forst att accelerationerna ir invarianta mellan systemen, det vill siga a = a’. (Det kan man
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enkelt bevisa genom att ta tva tidsderivator pa 2’ = x — vt.)

Notera ocksa att krafterna mellan tva partiklar i 14ge r; och r; bara beror pa ry —r och &r da
invarianta under (1.1), dvs F (r] — 1) = F (r/; — r'2).

Det enda som krivs for att alla Newtons tre lagar ska vara invarianta i alla inertialsystem 4r
invarians hos alla massor, m = m/’, som da maste betraktas som ett ytterligare postulat som maste
testas experimentellt.

For alla krafter mellan partiklar giller da att accelerationslagen F' = ma dr uppfylld, inte bara i
det absoluta rummet, men dven i alla inertialsystem som star i forhallande (1.1) med det absoluta
rummet. Detta kallas den Newtonska relativiteten. Innan Einsteins relativetetsteori var det oklart
om denna ekvivalens gillde all fysik eller bara mekanik.

Elektromagnetism

En annan huvuddel av den klassiska fysiken dr Elektromagnetismen, som frimst foérknippas med
James Clerk Maxwell (1831-1879).

1.2.1 — Maxwells ekvationer i vakuum & Lorentzkraft.
V-E=p Gauss lag
V-B=0 Gauss lag for magnetism
10B
VXE=—- v Faradays induktionslag
c
1 1 0E N .
VxB=-J+- B Amperes lag med Maxwells korrektionsterm
c c
1
F=gq (E + —u X IB) Lorentzkraften
(&

Har har vi att & &r elektriskt filt, B dr magnetisk flodestithet, J dr stromtidthet och m dr ladd-
ningshastighet. Observera att ekvationerna &r i Lorentz-Heaviside-enheter som ofta anvinds inom
relativistisk elektrodynamik. I vakuum giller dirmed I = ID och Il = B dir D och I &r elektriska
flodestitheten respektive magnetfiltet och €y, 1o har normerats till 1.

Konstanten ¢ = 299792458 m/s ~ 3 x 10% m/s beskriver ljusets hastighet i vakuum och Max-
wells ekvationer visar att ljus dr en elektromagnetisk vag.

De enda kidnda vagfenomenen pa 1800-talet var materiella vagor och det var ldnge ett mysterium
om ljus krivde nagot medium att propagera genom, sa som ljud behover luft. Ett forslag pa
propagationsmedium var nagot som kallades eter, i vilket ljuset skulle vara en propagerande vag.
Detta var en mystisk materia med konstiga egenskaper och Maxwells ekvationer tycktes bara gilla
i inertialsystem i vila med etern som oftast forknippades med det absoluta rummet. Alltsa, till
skillnad fran Newtons mekanik, spelade det stor roll nir man betraktade elektromagnetiska fenomen
om man befann sig i vila relativ eter eller rérde sig med konstant hastighet. Man kan l4tt kontrollera
att 1.2.1 inte dr invarianta under (1.1).

Michelson-Morleys experiment

Om etern verkligen fanns, ansags att man kunde rora sig genom den, exempelvis nér jorden férdas
runt solen. Ur jordens synvinkel kunde detta tolkas som att etern hade en hastighet.

Denna hastighet, eller etervind, skulle hoja eller sanka ljushastigheten beroende pa vilken rikt-
ning den hade relativt ljuset. Detta skulle innebéra att jorden upplevde denna etervind olika beroende
pa vilken position den hade i sin bana runt solen. For att undersdka om sa var fallet utforde Albert
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A. Michelson (1852-1931) och Edward Morley (1838-1923) 1887 ett interferometerexperiment, dar
det antogs att en etervind existerade.

Experimentet byggde pa att ljuset fran en killa propagerade mot en ljusdelare som delade upp
ljuset i riktning mot tva olika speglar, som var vinkelrdta mot varandra. Nér ljuset fran de olika
speglarna sedan reflekterades tillbaka mot en detektor kunde de interferera pa olika sitt beroende
pé ldge relativt eterns ldge. Experimentuppstéllningen illustreras i Figur 1.2.

etervind Spegel 1

Detektor

Figur 1.2: Visualisering av Michelson-Morleys experiment. En ljusstrale delas i en
ljusdelare. De tva uppdelade strilarna reflekteras sedan i speglar pa avstand L respek-
tive L, fran ljusdelaren. Det reflekterade ljuset aker sedan tillbaka till ljusdelaren och
in i en detektor dér de interfererar.

Om vi, for enkelhetens skull, tinker oss att den ena ljusstralen propagerade parallellt med
etervinden v ldngs arm 1, skulle ljuset pa vdg mot spegeln ha hastigheten ¢+ v och pa tillbakavigen
¢ —v. Den totala tiden blir d&

Ly Ly  2Lic 2Ly /c

= = = . 1.2
c+v+c—v A—v:  1—0v%/c (12)

t

Det dr mojligt att konstruera en hastighetstriangel for att erhélla tiden det skulle ta att aka den totala
strackan 2L, for ljuset som fardades ortogonalt mot etervinden, se Figur 1.3.

Spegel 2

etervind
2 _ 12

c+v
e Spegel 1
c—v

Figur 1.3: Visualisering av ljushastigheten lings armarna i Michelson-Morleys inter-
ferometer, forutsatt att etervinden existerar. Ljuset som férdas parallellt med etern haller
hastigheten ¢+ v respektive ¢ — v pa vigen till, respektive fran, ljusdelaren. Ljuset som
fardas ortogonalt mot etern har hela tiden farten ¢, men etervinden trycker ljuset at
hoger med hastigheten v. Detta gor att ljusets riktning behover korrigeras och dess
hastighet lings interferometerarmen ir déirfor v/ c2 — v? enligt Pythagoras sats.

Under inverkan av etervinden skulle alltsa ljuset halla hastigheten v/c? — v? at bada hall lings arm
2 av interferometerarmen, enligt hastighetstriangeln i Figur 1.3. Den totala tiden blir déarfor

2L,  2D/e
V2 =2 \/l—vz/cz"

t = (1.3)
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Eftersom jordens hastighet kring solen, v = 29,8km/s, dr mycket mindre 4n ¢ kan en Taylorutveck-
ling goras for att uppskatta skillnaden mellan tiderna, A¢. Under antagandet att interferometerar-
marna var lika langa, Ly = L, = L, giller da att

2L 2 102 4 Lv?
A=t —t == 1+”—<1+1’2>+0<U> SEEN)
C C C

Experimentellt dr det omojligt att fa interferometerarmarna att bli lika langa, L = L, = L. Detta
innebir att det alltid kommer uppsta ett statiskt interferensmonster eftersom ljuset aldrig kommer
fardas lika langt. For att komma runt detta problem byggdes experimentuppstéllningen pa en rote-
rande platta. Om etervinden existerade hade rotationen gett upphov till ett rorligt interferensmonster
eftersom vinkeln ljuset haft mot vinden kontinuerligt skulle fordndras och saledes dven gangvigen.
For L ~ 10 m skulle tidsskillnaden uppmiitas till At ~ 3-10~'®s som #r mindre in perioden
av synligt ljus. (L = 10 astadkoms genom multipla reflektioner.) Da skulle jordens rérelse genom
etern upptickas, men vid experimentet kunde inte nagon tidsskillnad observeras. Experimentet
upprepades sex manader senare i fall etervinden rakade vara noll i det forsta forsoket for att kanske
solen fardades genom etern. Men inte heller da observerades nagon tidsskillnad.
Manga forsokte forklara varfor det inte observerades nagon tidsskillnad, nagra av dessa forslag
var foljande.
1. Jorden kanske “drog med sig” etern och ddrmed dven péaverkade etervinden. Dock kunde
denna hypotes uteslutas, eftersom det skulle innebéra optiska effekter pa ljuset fran stirnorna.
2. Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928) foreslog att strickan i apparaten som fiardades mot
etervinden blev kortare och att denna kontraktion kunde forklara varfor tiderna var lika.
Kontraktionen fas genom att sitta uttrycken for tiderna i Ekvation (1.2) och (1.3) lika och
l6sa ut den ena ldngden uttryckt i den andra enligt

2L1/C 2L2/C
-2/ e = Li=4/1-v?/3 L,

Lorentz forslag skulle visa sig ge ritt resultat, men av fel anledning. Det var namligen inte etern
som var grunden till detta resultat, utan nagot annat. I nistkommande kapitel ska vi se Einsteins
forklaring pa det hela.







2.1

Av de manga fysiker som forsokte forklara bland annat resultatet i Michelson-Morleys experiment,
blev det Albert Einstein som lyckades ldgga fram ett framgangsrikt forslag som skulle visa sig leda
till slutet for eterteorierna och det absoluta rummet. Den speciella relativitetsteorin skulle bli ett av
de forsta stegen in i den moderna fysiken.

I detta kapitel presenteras forst Einsteins postulat och vad de hade for paverkan pa den klassiska
fysiken. Darefter kommer nya definitioner av 1dngd och tid att ges, for att kunna hantera 6vergangar
mellan olika inertialsystem. Dessa 6vergangar utfors genom Lorentztransformationen, som inom
den speciella relativitetsteorin ersétter Galileitransformationen (1.1) i forra kapitlen. Dessutom
introduceras nya begrepp som samtidighet, Minkowskidiagram och definitionen av intervall mellan
tva héndelser.

Einsteins postulat

Den 26 september 1905 publicerade Albert Einstein ett mycket radikalt forslag. Under antagandet
att det inte fanns nagon eter formulerade han i sin publikation Zur Elektrodynamik bewegter Korper
foljande.

2.1.1 — Einsteins postulat.
1. Alla fysiklagar dr samma i alla inertialsystem.
2. Ljushastigheten i vakuum &r alltid c i alla inertialsystem.

Det forsta postulatet kanske inte kénns sa forvanande eftersom det dven géller i klassisk fysik att
mekaniken dr oberoende av vilket inertialsystem man uttrycker det i. Det som &r nytt hér dr att dven
ekvationer for elektrodynamiken, optik o.s.v. pastas vara samma i alla inertialsystem. Det andra
postulatet strider uppenbarligen mot det klassiska synsittet pa tid och rum. Det séger att oavsett
vilket inertialsystem man befinner sig i 4r ljusets hastighet densamma. Einsteins stora bedrift 1ag i
att dndra det gamla synsittet pa tid och rum som gor att postulaten fortfarande uppfylls.

Det dr klart att om Galilietransormation (1.1) géller, maste ett objekt som har hastighet u = i—f
i S rora sig med hastighet v’ = i—f,/ =wu—wv1i8.0Omv#0 kan det alltsd inte vara mojligt att
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u=1u'=c.Om 2.1.1 giller, maste (1.1) falla!

Istéllet for att relatera olika inertialsystem via Galileitransformationen enligt Ekvation (1.1),
gors det med den sd kallade Lorentztransformationen. Eftersom ljushastigheten inte dndras mellan
tva inertialsystem &dndras istéllet synen som inertialsystemen har pa varandra. En tid eller langd
behover inte vara identiska i bada inertialsystemen. Varje gang man miter ett objekts hastighet,
langd eller hur det upplever tid, sker det i relation till inertialsystemet som métningen sker i. Det
krévs alltsa ett nytt koncept for relativ tid som inte skiljer sig fran den gamla vyn inom varje
inertialsystem, men som #ndras vid 6vergdng mellan olika system. Detta beskrivs mer detaljerat i
Kapitel 2.2 och 2.4.

Definition av tid och léngd i ett inertialsystem

I detta avsnitt beskriver vi konkret hur man definierar 1dngd och tid i ett inertialsystem. Vi kan vélja
ett origo O och koncentrera oss pa z-riktningen, alla andra riktningar kan behandlas pd samma sitt.
Langder definieras precis som tidigare genom att vélja ett antal 1dmpliga “pinnar” av lingd d som
ir i vila relativt O.

For att definiera tiden anvidnder vi manga klockor som kan startas med en ljussignal. Klockorna
stélls vid punkt 0,d,2d,3d... och tiden de visar innan de startat &r 0, d/c, 2d/c,3d/c... . Nér
klockorna vil startas genom att skicka ivdg en ljussignal fran O mot dessa, definierar de tiden i vart
system. For att ta reda pa = och ¢ av en hiandelse avldser man alltsd den ndrmaste lingdmarkering
och klocka. Konstruktionen illustreras i Figur 2.1. I ett annat referenssystem S’ skulle vi i stéllet
anvinda samma typ av pinnar och klockor men nu i vila relativ S’ och didrmed definiera nya
koordinater z’ och ' pa det sittet.

> cC
x=0 d 2d 3d 4d
t=0 d/c 2d/c 3d/c 4d/c
OO0 0R0

c

Figur 2.1: Klockorna startas genom att skicka ivdg en ljussignal fran O mot dessa
vilka dé definierar tiden i vart system. Den Gvre halvan av figuren visar klockorna
innan ljussignalen skickas ut och den undre halvan av figuren visar klockorna efter att
ljussignalen har satt igdng dem alla. For att ta reda pa x och ¢ av en hindelse avldser
man alltsa den ndrmaste langdmarkeringen och klockan.

Hur 6vergangar mellan olika inertialsystem faktiskt sker kan hirledas med hjélp av Einsteins pos-
tulat och kallas for Lorentztransformationen. Detta beskrivs 1 Kapitel 2.4. Speciell relativitetsteori
beskriver dirmed Lorentzinvariant fysik, medan Newtons klassiska fysik beskriver Galileiinvariant
fysik. Innan vi gor det, 1at oss, som uppviarming, snabbt titta pa samtidighetsbegreppet i olika
referenssystem.

Samtidighet

I var vardag &r vi vana vid att hidndelser som &dr samtidiga for en person dven ir samtidiga for
en annan person. Det fungerar eftersom vi ror oss med hastigheter som dr mycket mindre 4n c,
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i forhallande till varandra. Vid hdgre hastigheter, ndrmare ¢, blir det ddremot annorlunda enligt
Einsteins postulat. Eftersom tiden inte lingre &r identisk for olika observatorers hindelser, som
dr samtidiga for en observator i sitt inertialsystem, behover de inte vara samtidiga i en annan
observators inertialsystem.

Notera att ndr vi hir pratar om att tva hindelser, A och B, dr samtidiga menar vi att tidskoor-
dinaterna t 4 och tp da héndelserna sker, &r lika, t 4 = ¢, i ett visst inertialsystem. Vi bortser
alltsa fran den extra tid som det tar for ljuset att na observatorens 6gon. Det 4r viktigt att skilja

pa dessa tva begrepp, att hindelser 4r samtidiga eller att en observator ser dem samtidigt,
eftersom missuppfattning kan leda till paradoxala resultat.

For att belysa att hindelser inte dr samtidiga i olika inertialsystem betraktas ett exempel med
tva observatorer, enligt Figur 2.2. En person (observator 1) star mitt i ett tdg och skjuter vid en
tidpunkt ivédg tva ljusstralar, en at vinster och en at hoger, med hjilp av tva laserpistoler, som en
stormtrooper fran Star Wars. Taget ror sig med konstant hastighet v t hoger relativt en observator
som star stilla utanfor taget (observator 2). Ljusstralarna har enligt Einsteins postulat hastigheten ¢
i bada observatorernas inertialsystem. Vi kan beteckna hindelsen att ljusstralen som skickas ividg at
vénster nar tagets bakre dnde med A och hindelsen att ljusstralen som skickas at hoger nér tagets
frimre @nde med B.

Ur observator 1°s perspektiv kommer det naturligtvis se ut som att A och B intréffar samtidigt.
Observator 1 ror sig med taget och bada ljusstralarna ror sig med lika stor hastighet ¢, samt har
de lika langa striackor till tagets d@ndar. For observator 2 ser det ddremot annorlunda ut. Efter att
ljusstralarna skjuts ivdg och innan de nar tagets dndar hinner taget rora sig en stracka at hoger.
Strickan som hoger ljusstrale maste rora sig mot tagets hogra dnde blir ldngre &@n strickan som
vénster ljusstrale maste rora sig mot tagets vénstra dnde. Eftersom ljusstralarna fortfarande ror sig
med ljusets hastighet nar vinster ljusstrale tagets bakre dnde forst, i observator 2’s inertialsystem.
A intréffar alltsd innan B enligt klockorna som &r i vila relativ 2 och dr synkroniserade som i 2.2.
Hindelser som dr samtidiga for observator 1 r alltsé inte samtidiga f6r observator 2.

2 v

1
% Al A%@ — | B
O O

Figur 2.2: Observator 1 star i ett tdg och skickar vid en tidpunkt ivég tva ljusstralar at
var sitt hall fran tagets mitt. Observator 2 star utanfor taget och ser att det ror sig med
en hastighet v at hoger relativt observator 2. Handelsen att vinster ljusstrale nar tagets
bakre dnde dr markerad som A och hindelsen att hoger ljusstrale nar tagets frimre
dnde dr markerad som B. Vanligtvis skulle man ténka sig att hdndelserna A och B sker
samtidigt i bada observatdrernas inertialsystem, men enligt Einsteins postulat kan de
ske samtidigt i ett inertialsystem utan att behova vara samtidiga i ett annat.

Om det dessutom skulle finnas en tredje observatér med i exemplet, som ror sig snabbare dn
taget at hoger, skulle det se annorlunda ut dven i denna persons inertialsystem. Fér denna observator
ser det ut som att taget hinner rora sig en bit at vénster under tiden stralarna skjuts ivdg och att de
traffar tigets dndar. Ljusstralarna ror sig fortfarande med ljusets hastighet, sa i detta inertialsystem
intréffar B innan A.

Héndelser som &r samtidiga i ett inertialsystem dr inte samtidiga i ett inertialsystem som ror
sig relativt det forsta systemet, samtidighet dr alltsa relativ. Detta fenomen 4r dock inte mérkbart
i vardagen da vi vanligtvis ror oss med hastigheter relativt varandra som #r mycket mindre 4n
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ljusets. Om ljuset istdllet skulle rora sig som Newton forutsag skulle ljusstralarnas hastigheter enligt
observator 2 vara ¢+ v och hdndelserna A och B skulle da vara samtidiga dven for observator 2.
Aven i observator 3’s inertialsystem skulle héindelserna bli samtidiga. Enligt Newtonsk mekanik #r
alltsa samtidighet inte relativ.

Lorentztransformationen

Lorentztransformationen dr en av de viktigaste grundstenarna i speciell relativitetsteori och dr de
ekvationer som beskriver hur man tar sig fran ett inertialsystem till ett annat. Har utgér vi fran tva
inertialsystem S och S’ i standardkonfiguration, men Lorentztransformationen kan ocksa skrivas
allmint mellan tva godtyckliga inertialsystem. Inertialsystemen S och S’ i standardkonfiguration
visas i Figur 2.3, dir S’ ror sig med en konstant hastighet v i z-riktningen relativt S. Vanliga
kartesiska koordinater anvinds, samt en tidskoordinat, sa att koordinaterna i S betecknas med z, ¥,
z och t, och koordinaterna i S’ betecknas med z’, 3/, 2’ och t’. Notera att O har alltid koordinaterna
x =1y = z =0 samt O’ har koordinaterna 2’ =3/ = 2/ = 0.

S .S
Yy Y

z /

Figur 2.3: Tva inertialsystem S och S’ som befinner sig i standardkonfiguration, da
S’ ror sig med konstant hastighet v relativt S i z-riktningen. Koordinaterna for S ér
betecknade med z, ¥, z och ¢, samt origo med O. Koordinaterna fér S’ ir 2, 3/, z’ och
t/, samt origo O'.

Eftersom S’ endast ror sig i x-riktningen blir sambandet mellan y och 3’ samt mellan z och 2’
trivialt, ndmligen y = 3/ och z = 2. Det kan bevisas genom att tinka sahér: vi ligger tva identiska
pinnar ldngs y respektive ¢’ med en dnde i O respektive O’. Pinnarna har en spik som sticker ut at
den andra énden. Nir y och v axlarna tréffar varandra, om en pinne rdkar vara kortare #n den andra
(d.v.s. y # 1), limnar den ena en skrima pa den andre. Men detta dr omdjligt, ty om vi jaimforde
pinnar efter experimentet skulle vi kunna urskilja ett inertialsystem fran det andra. Notera att detta
tankeexperiment inte kan goras om pinnarna ligger lings = och z’.

For att ta fram sambandet mellan x, ¢, 2’ och ¢ kan vi borja med att konstatera att det ska vara
linjért, for att inverstransformationen ska vara av samma typ. Vi skriver ' = vx + at + 0, dir 7, «
och § i#r reella konstanter. § kan bestimmas fran villkoret att x = 2’ = 0 vid ¢t = 0, vilket ger att
6 = 0. Dessutom kan man efter en tid ¢ skriva koordinaten fér O’ som 2z’ =0i S’ ochz =vt1i S,
detta ger att « = —~yv. Nu kan man darfor skriva

¥ =y (x—uvt), (2.1)

med endast v som aterstar att bestimma.

Genom att titta noggrannare pa standardkonfigurationen inser vi att om man skulle byta
riktning pa v byter ocksa koordinaterna i S och S’ roller. Man kan alltsa liitt fa ekvationerna for
koordinaterna i S bara genom att byta tecken pa v och byta vilka koordinater som &r “primmade”
och inte i ekvationerna for koordinaterna i S’. Symmetrin ger att man alltsd ocksa kan skriva

=" (x’ + vt') . (2.2)
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Det giller ocksa att ljusets hastighet maste vara c i bdde S och S’. Vi kan alltsa skriva x = ct och
x’ = ct’ for att beskriva positionen av en ljusfront i bade S och S’ som skickas ut vid t = ¢’ = 0 da
O = O'. Siitts detta in 1 Ekvation (2.1) och (2.2) erhills ekvationerna

ct' =y (c—v)t och ct =~ (c+v)t’

som maste ha en 16sning for alla £. Det betyder att v maste bero pa v pa foljande sitt.

2.4.1 — Gammafaktorn / Lorentzfaktorn.
1

7= V1—v2/c?

~ kallas f6r gammafaktorn eller Lorentzfaktorn. Det giller att v > 1 och att « vixer monotont med
V.

(2.3)

I Newtonsk mekanik skulle man istillet sétta ¢ = ¢’ i Ekvation (2.1) och (2.2) vilket skulle ge
~ =1, som ocksa erhalls genom att ta grinsen ¢ — oo i Ekvation (2.3).

Notera att Lorentzfaktorn blir oidndlig om v = ¢ och imaginédr om v > ¢, vilket skulle ge
o#ndliga eller imagindra uttryck for ¢’ och x’. Fysikaliskt sett ér detta befingt, alltsd kan
vi dra slutsatsen att den maximala hastigheten som tva inertialasystem kan firdas relativt
varandra alltid &r mindre 4n c.

For att fa ekvationen for ¢’ sitts Ekvation (2.1) in i Ekvation (2.2) vilket ger
t'=~ (t— xv/02> .

Ekvationerna for Lorentztransformationen i standardkonfiguration ar alltsa f6ljande.

2.4.2 — Lorentztransformationen.

z' =y (z—vt), y =y, Y=z, t'=’y<t—xv/02>. 2.4)

Den inversa transformationen fas enkelt genom att byta ut v mot —v samt byta plats pa “primmade”
och “oprimmade” koordinater i uttrycken ovan.

2.4.3 — Inversa Lorentztransformationen.

z =7 (z'+0t'), y=1y, z=2, tzv(t’—i—m'v/cZ). (2.5)

m Exempel 2.1 Studera ett problem i en rumsdimension z, dédr en hidndelse intriffar vid ¢ =
3meter/c och = Smeter i inertialsystemet S. Man kan da fraga sig vad ett inertialsystem S’ i
standardkonfiguration med S ska ha for hastighet for att hiindelsen dér ska intréffa vid ¢’ = 0.

Vi har alltsa givna virden pa ¢, = och ¢’ medan v #r okénd. Uttrycket for ¢’ i Ekvation (2.4),

! (t—zv/02>,

N

innehaller de fyra variablerna. Vi sitter nu ¢’ = 0 och far

=7 (t—xv/cz> =



2.5

12 Kapitel 2. Grunderna

eftersom Lorentzfaktorn &r nollskild for alla v. Vi 16ser nu ut v och stoppar in givna vérden.

2 3 2
T Sm 5

Minkowskidiagram

Minkowskidiagram, som ocksa kallas rumtidsdiagram, ir diagram 6ver rumtiden som kan anvindas
for att illustrera egenskaper hos rum och tid. Dessa har ofta en rumskoordinat = pa den horisontella
axeln och en tidskoordinat skalad med ljusets hastighet ¢t pa den vertikala axeln, dér dessa axlar
hor till ett inertialsystem S. Alla punkter i ett sadant diagram motsvarar hiandelser som sker vid
tiden ¢ och ldget z, med koordinater ct och x. Vi kan ocksé beskriva samma héndelser, samma
punkter, i systemet S’ med koordinater ct’ och x’. Axlarna foér S, som ér i standardkonfiguration
med S, fir vi frin Lorentztransformationen, Ekvation (2.4) och (2.5). Ekvationen for ’-axeln fas
genom att sitta t' = 0 vilket ger ¢t = v /c (eller z = ¢*t/v), och ekvationen for ct’-axeln far vi
genom att séitta ' = 0, vilket ger x = vt (eller ¢t = cz/v).

En kurva i ett Minkowskidiagram dér x-koordinaten kan skrivas som en funktion av tidskoordi-
naten, x = f(ct), dédr f dr en kontinuerlig och envird funktion, kallas for en vérldslinje. Virldslinjer
beskriver hur foremal ror sig i rumtiden. For foremal som ror sig med v relativt S ser vi att ct’-axeln
beskrivs med x = vt (eller ¢t = cx/v) sa vi kan skriva deras lutning mot ct-axeln som dz/dct = v/c.
Virldslinjen for foremal som ror sig med v relativt S har diarfor en lutning mot ct-axeln som ges
av deras hastighet relativt S dividerat med c. Speciellt for foremal som ror sig med v = +c blir
virldslinjerna rita linjer med lutningen dx/dct = +1, det vill sidga med 45 graders vinkel mot
axlarna i S. Detta giller i alla inertialsystem och &dr en konsekvens av Einsteins postulat att ljusets
hastighet i vakuum &r c i alla inertialsystem. Virldslinjerna for féremal som ror sig med v = +c dr
de streckade linjerna i Figur 2.4. Eftersom inga foremal kan rora sig snabbare #n ljuset far vi darfor
ocksa fram att deras virldslinjer inte kan luta mer én 45 grader fran ct-axeln.

ct ct!

Figur 2.4: Exempel pa ett Minkowskidiagram. ct- och x-axlarna hor till inertialsystem
S medan ct’- och x’-axlarna hor till inertialsystem S’ som ir i standardkonfiguration
med S. De streckade linjerna #r virldslinjerna for féremal som ror sig med v =
¢ respektive v = —c och de prickade linjerna dr exempel pa linjer med samma ct
respektive samma ct’.

Hindelser som dr samtidiga i S, det vill siga har samma ct-koordinat, ligger pa en linje parallellt
med x-axeln, medan hindelser som #r samtidiga i S’, samma ct’-koordinat, ligger pa en linje som
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dr parallell med z’-axeln. Man kan dirfor inse frdn diagrammet att hiindelser som ér samtidiga i S
inte dr samtidiga dveni S'.

Minkowskidiagram, som vi #n sa ldnge bara beskrivit med en rumskoordinat, kan ocksa utokas
till fler dimensioner. Rumtiden 4r fyrdimensionell med tre rumsdimensioner och en tidsdimension.
Tva rumsdimensioner #r litt att illustrera bara genom att ligga till en y-axel som gor Minkowskidi-
agrammet tredimensionellt, detta gors i Kapitel 6.5. Alla tre rumsdimensioner blir svarare da det
skulle kréva ett fyrdimensionellt diagram.

» Exempel 2.2 Vi sitter nu upp ett Minkowskidiagram for situationen i Exempel 2.1. Eftersom
v =3c¢/5 ges ekvationen for ct’-axeln av ¢t = 5x/3 och ekvationen for z’-axeln av ct = 3x/5.
Héndelsen vid ¢ = 3meter/c och = = Smeter i Exempel 2.1 sitts in i Minkowskidiagrammet med
koordinater ct = 3 meter och x = 5meter. Prickiga linjer dras till ct- och x-axlarna.

ct
2 A !/ (V] e
N 7.
\\ \O
N /
\\ 1‘
\\
ct=3m .
N : Héndelse
: \
~ 7
v r=5m T

Figur 2.5: Minkowskidiagram till Exempel 2.2.

Vi ser att hiindelsen ligger pa 2’-axeln, vilket betyder att ¢’ = 0, precis som villkoret var i Exempel
2.1. "

Intervall mellan tvd hdndelser

Ett annat viktigt och anvindbart begrepp inom speciell relativitetsteori dr intervallet mellan tva
hindelser. Detta ir definierat enligt foljande.!

Definition 2.6.1 — Intervall. Intervallet, As, mellan tva hindelser i rumtiden med koordinaterna
(t1, x1, y1, 21) och (t2, x2, Y2, 22), med At = t, —t; och liknande for Az, Ay och Az, ér
definierat enligt

As? = PA — Ax? — Ay? — A2

Nagot av det viktigaste att notera med intervallet dr att det dr Lorentzinvariant, det vill sdga att det &r
oforindrat efter en Lorentztransformation, As®> = As’>. Detta inses genom att siitta in ekvationerna

"Var forsiktig med att en annan definition av intervallet som ibland forekommer &r As® = Az? + Ay2 +AZ2 — A,
d.v.s. med motsatt tecken.
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for den inversa Lorentztransformationen, Ekvation (2.5), i definitionen av intervallet.
As* =2At* — Ax? — Ay2 —AZ?
2
=c*y? (At/ + Ax'v/cz) —* (A7’ + ’UAt/)2 —Ay? — AP
— 22 A2 +20272At’Ax’v/02 +0272sz2v2/c4 A 2Ar?
— 272Ax/At/v — 72At/zvz — Ay'2 — A"
—2AA? (1 _Uz/cz) — AL (1 _U2/62> — Ay — A"
=As"

Analogin till intervallet i Newtonsk mekanik ar avstandet mellan tva punkter. Avstandet Ar dr
vi ddr vana vid att berikna med Pythagoras sats som Ar> = Az? + Ay? + Az?, men avstandet dr
Galileiinvariant och inte Lorentzinvariant. Darfor anvinds istédllet Lorentzinvarianten As inom spe-
ciell relativitetsteori. En viktig skillnad mellan intervallet i rumtiden och avstandet i det Euklidiska
rummet ir att intervallet kan vara positivt, negativt eller noll, medan avstand i Newtonsk mekanik
alltid &r positivt eller noll.

Ovningsuppgifter

2.1 Visaatt (2.4) och (2.5) &r inversen av varandra.

2.2 Ett rymdskepp reser med konstant hastighet till en stjdarna n ljusar bort pa en tid som dess
besittning anser vara m ar.

(a) Vad ér rymdskeppets hastighet?

(b) Finns det nagra begrinsningar for vilka virden m och n kan ta?

(C) Vad ir skeppets hastighet om avstindet ir 4.0 - 10'3 km och besittningen anser att det tar 10
ar att aka dit?

2.3 En avldgsen stjirna sinder ut en gasstrale mot jorden med hastighet v i en vinkel § med
synlinjen, alltsa med den rita linje som kan dras mellan observatoren och stjarnan. En astronom
tolkar (felaktigt) denna strale som att den ror sig med en hastighet V' vinkelritt mot synlinjen.

(a) Bestdam uttrycket for V' som en funktion av v och 6.
(b) For vilka virden pa v och 6 &r hastigheten V' storre én ¢?

z=0 r=1L
1 v

A WQM Bé

Figur 2.6: Tig i Ovningsuppgift 2.4.

2.4 Observator 11 Figur 2.6 star i mitten av ett tag med viloldngd L, som firdas med hastighet
v. Hen skjuter ivdg tva ljusstralar samtidigt mot spegel A (tagets bakdel) och B (tdgets framdel).
Stralarna reflekteras sedan mot observator 2, som star utanfor taget. Antag att observator 2 star
precis intill tagrdlsen. Vigen att de reflekterade ljusstralarna maste firdas ortogonalt mot tagets
fardriktning kan alltsa forsummas.

Observator 2 ér i linje med B precis nér observator 1 skjuter ivdg ljusstralarna (i 2:n referens-
system), enligt Figur 2.6 nedan. Vilken hastighet ska taget halla for att observator 2 ska se de
reflekterade stralarna samtidigt?
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Vi har redan konstaterat att Einsteins andra postulat leder till en del resultat som till en borjan
kan kinnas icke-intuitiva. I detta kapitel presenteras tva av dessa, tillsammans med de tva forsta
resultaten vi kan plocka fran Lorentztransformationen, lingdkontraktion och tidsdilatation.

Langdkontraktion

En av de konsekvenser som foljer direkt fran Einsteins postulat dr vad som kallas langdkontraktion:
att kroppar som ror sig forkortas i dess rorelseriktning. En raket som ror sig med hog hastighet
relativt dig “pressas ihop” och bli kortare, jamfort med en likadan raket som ir i vila relativt dig.
En f6ljd av detta ér att en stel kropp, en kropp som ej kan deformeras, inte kan existera i speciell
relativitetsteori pa samma sitt som den gor i klassisk mekanik eftersom att alla kroppar deformeras
nir dess hastighet fordndras.

Ténk dig tva inertialsystem S och S’ i standardkonfiguration med relativ hastighet v. Lat en
stav med ldngd L¢ vara i vila i S’ lings 2’-axeln med ena dnden i origo O’, det vill siga med
bakre dnde i x},, = 0 och frimre dnde i zf,,,, = Lo. I S kommer dé staven ha en lingd L som inte
nodvindigtvis dr samma som Lg. Ldngden i S definieras som L = Zfam — Tpax Vid samma tid . 2pax
dr z-koordinaten av O’ i S, d.v.S. Tpax = vt, sdledes Tam = L + vt. Enligt Lorentztransformationen,
Ekvation (2.4), relaterar da x%ram och Zfam genom

‘T%ram - ’V(‘Tfram - Ut)v
eller uttryckt med symbolerna L och Ly
Lo = ’YLa

vilket dr formeln f6r lingdkontraktion.
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3.1.1 — Langdkontraktion.

L= Lo 3.1
v

Detta betyder alltsa att staven har olika ldngder i olika inertialsystem. Eftersom « > 1 och okar
monotont med v géller det att en kropp 4r som ldngst i det inertialsystem dédr den &r i vila, vilket var
S’ i vart exempel. Kroppen blir sedan kortare ju snabbare den ror sig. Som nidmnt tidigare sa sker
denna kontraktion endast i hastighetsriktningen.

Staven och garaget

Ett vanligt misstag vid probleml6sning i speciell relativitetsteori &r att anta nagot som giller i
klassisk fysik men som inte lingre giller hiar da det motsidger Einsteins postulat. Man kan da
komma fram till konsekvenser som #r motsigelsefulla, sa kallade paradoxer. Da dessa paradoxer
ar konsekvenser av ett feltdnk dr de inte paradoxer pa riktigt och kan dirfor kallas for skenbara
paradoxer. Har kommer ett exempel pa en sadan. Om du sjélv inte forstar hur exemplet gar ihop
innan du har fatt forklaringen ska du inte vara inte orolig, du &r inte ensam.

Dorr L,

Ll > Lz)
—

(Y

Figur 3.1: Visualisering av den skenbara paradoxen staven och garaget. Personen ror
sig med en hastighet v mot garaget med en stav vars viloldngd &r storre dn garagets
vilodjup. Staven far trots detta plats tack vare lingdkontraktion, Ekvation (3.1), om v
ar tillrdckligt stor.

En person springer med en stav, med viloldngd L, mot ett garage som har &ppen dorr och ér
L, djupt. Garaget r inte tillrickligt djupt for att staven ska fa plats i vila (L, < L1). Om personen
ddremot springer tillrickligt snabbt kontraheras staven enligt Ekvation (3.1) och far da plats i
garaget. Ett naivt (och fel) forsok till beridkning av vilken hastighet som krévs for detta skulle kunna
se ut sahdr.

“T garagets inertialsystem har staven lingden L;/~(v) och den far da plats om

Ly/v(v) < Ly, det vill sigav > c\/1—(Lp /L)%

Det #r sant att staven far plats i garaget, och nér personen vl har stannat i garaget kommer staven
att bli ldngre igen och da antingen bojas eller ga sonder. Resonemanget ovan ir dock inte korrekt,
vilket vi nu ska ta reda pa varfor.

Den skenbara paradoxen uppstar forst nar man istillet tdnker pa problemet i stavens inertial-
system och kommer fram till att garaget da borde bli &nnu mindre och att staven da inte far plats.
Felet man gor hér &r att man antar att tva hiandelser som sker samtidigt i ett inertialsystem ocksa
sker samtidigt i alla andra inertialsystem, nagonting som giller i klassisk fysik men ej i speciell
relativitetsteori, se Kapitel 2.3 Samtidighet.
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For att reda ut paradoxen behover man ta hinsyn till att alla typer av signaler maximalt kan
fardas med hastigheten c. Nir stavens fraimre dnde nuddar innerviggen pa garaget kommer den
bakre @nden att fortsétta rora pa sig tills dess att den elastiska vag som skapas i staven nér den framre
dnden nuddar garaget har fardats genom staven till den bakre dnden. Vi gor nu en noggrannare
analys av situationen dir vi later den elastiska signalen fardas med ljushastigheten, vilket dr den
hogsta mdjliga hastigheten, (och en grov dverskattning for en vanlig stel kropp!), och staven exakt
far plats i garaget.

02
v \/ _CTLI

Figur 3.2: En ndrmare bild pa “staven och garaget” i garagets inertialsystem, nér den
framre delen av staven just har nuddat garagets innervigg.

Kollar man pa situationen i garagets inertialsystem tar den elastiska signalen tiden L, /c att rora
sig till dorren. Den bakre dnden ska exakt komma innanf6r dorren, vilket den gor pé tiden

V1=v2/ct Ly — L,
/l} M

fran att stavens framre dnde har slagit i viggen. Sitts dessa tider lika med varandra ska alltsa
hastigheten v uppfylla ekvationen

1— 2 2L —L 2 712
2: V1=v%/c? Ly 2 = Li—L5 (3.2)
v

V= ———=c.
c L%—l—L%

Notera hir att staven far plats i garaget med marginal om den r6r sig med hastigheten v =
c\/1—=(Ly/Ly)?%, som vi naivt beriknade innan vi hade satt oss in i problemet. Anledningen
till det 4r att den bakre dnden far extra tid pa sig att komma in i garaget, medan den elastiska vagen
fardas i staven. Detta tog vi ej hdnsyn till i var naiva berdkning.

2
1_%21’2 v
c
<_’vvvw

Ly

Figur 3.3: En nirmre bild pa “staven och garaget” i stavens inertialsystem, nér den
frimre delen av staven just har nuddat garagets innervagg.

Ser man istillet pa problemet i stavens inertialsystem kommer det ett garage med hastigheten v
mot staven. Nir garaget nuddar staven skickas en elastisk vag genom staven, som tar tiden L; /c att
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komma till stavens bakre dnde. Fran att garagets viagg slar i stavens framre dnde &r tiden

Ll—\/l—vz/chz
v

tills att garagedorren har kommit till stavens bakre dnde. Sitts dessa tider lika med varandra ska
hastigheten uppfylla ekvationen

ﬂ_ Ll—\/l—l}z/chz
" .

C

Vilket dr samma ekvation som Ekvation (3.2) (fast pa en annan form) och har ddrmed samma v
som 19sning. Samma svar erhalls alltsa i bada inertialsystemen.

Fastin paradoxen inte var en riktig paradox finns det anda en viktig poing med denna historia.
Om man kommer fram till ett resultat genom ett korrekt resonemang i ett inertialsystem maste detta
resultat dels vara sant och dels ga att komma fram till i alla andra inertialsystem ockséa. Dock kan
forklaringarna till resultatet i olika inertialsystem skilja sig mycket at.

Sa klart &r detta problem orealistiskt pa manga olika sitt, men det illustrerar i alla fall omojlig-
heten av stel-kropp begreppet i Speciell Relativitetsteori.

Tidsdilatation

Tidsdilatation dr ett fenomen som &r likt lingdkontraktion pa méanga sitt, men som behandlar tid
istéllet for langd. Tidsdilatation innebir att tiden gar langsammare i inertialsystem som har en
hastighet, eller omformulerat, om du kollar pa en klocka som sitter i ett rymdskepp som ror sig
relativt dig gar den langsammare #n klockor som ér i vila relativt dig. Nedan foljer en hérledning av
tidsdilatation, analog med hérledningen av ldngdkontraktionen.

Ténk dig tva inertialsystem S och S’ i standardkonfiguration med relativ hastighet v som forr.
Lat en lysande lampa sitta i origo O’ i S'-systemet som téinds efter en viss tid ¢’ = Tj. Koordinaterna
for nér lampan tinds i S’ blir d&

(@', )= (0, Ty).
I S tdnds lampan vid tiden ¢t = 7', och koordinaterna i S blir da
(z, t)= (T, T).
Enligt den inversa Lorentztransformationen, Ekvation (2.5), relaterar da T och T} enligt

T =v(To+0-v/c*) =~Tp.

3.3.1 — Tidsdilatation.

T =~Tp (3.3)

Detta betyder alltsa att tiden gar olika snabbt i olika inertialsystem. Eftersom v > 1 och okar
monotont med v giller det att tiden gar som snabbast for en kropp i det inertialsystem dér den 4r i
vila och att den gar langsammare ju snabbare den ror sig i ett inertialsystem.
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Tvillingparadoxen

En annan skenbar paradox inom speciell relativitetsteori dr den sa kallade tvillingparadoxen. Den
behandlar ett tvillingpar pa jorden, dir den ena tvillingen aker pa en intergalaktisk resa for att sedan
komma tillbaka till jorden.

Albert

O Bodil
/\

— Annan planet

L

Figur 3.4: Visualisering av tvillingparadoxen. Bodil aker med en hastighet v fram
och tillbaka till en avldgsen planet. Nér hon sedan har fulldndat sin resa dr hon enligt
tidsdilatationen yngre 4n sin tvilling Albert.

Ténk dig ett par tvillingar Albert och Bodil som bor pa jorden. Bodil bestimmer sig for att aka
pa en rymdresa med hastighet v till en annan planet med avstand L till jorden, for att sedan vinda
sa fort hon kommer fram och aka tillbaka till jorden med samma hastighet v, se Figur 3.4. En fraga
man da kan stilla sig dr hur gamla tvillingarna dr jamfort med varandra efter Bodils resa. I Alberts
och jordens inertialsystem aldras Albert ¢ 4 = 2% under resan medan Bodil, som har fart v hela
tiden, aldras enligt tidsdilatation, Ekvation (3.3), tp = %A < t4. Alltsa dr Bodil yngre @n Albert
efter resan.

Den skenbara paradoxen uppstar nar man fragar sig om man skulle fa det motsatta resultatet,
det vill sdga att Albert blir yngre dn Bodil, om man betraktar Bodil som i vila. Svaret pa den fragan
ar att vi inte far betrakta Bodil som i vila under hela resan, eftersom att hon maste byta riktning
vid planeten for att véinda tillbaka till jorden. Eller med andra ord, det finns inget inertialsystem
dir Bodil &r i vila under hela resan och Albert och Bodil ir inte ekvivalenta. Notera att Bodils
acceleration dr obetydlig (forutom att nagon acceleration maste ske for att Bodil ska byta riktning),
ty tiden ndr Bodil accelererar kan goras sa lite som mojligt jaimfort med hela resetiden.

Dock ir svaret tg = %‘ ritt, man kan fa en mycket bittre intuition av det som pagar efter att
man har studerat den relativistiska Dopplereffekten i Kapitel 5.2 och tinker sig att Albert och Bodil
ar i radiokontakt med varandra under Bodils resa. Vi kommer tillbaka till Alberts och Bodils dventyr
da.
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Ovningsuppgifter

3.1 Myonen p ir en instabil partikel som sonderfaller spontant till en elektron och tva neutriner.

Vi vet att om antalet myoner vid ¢ = 0 dr Ny, sa &r antalet myoner i vila vid tiden ¢ lika med
N = Noe~t/7, diir 7 = 2.20 us #r den genomsnittliga livslingden for en myon i vila. Antag att
myonerna ror sig med konstant hastighet 0.95 ¢. Hur manga myoner finns kvar efter att de har
fardats avstandet 3.0 km?

3.2 En bil med viloldngd 5 m héller hastigheten (4 /5)c. Bilen kor igenom ett garage med viloldngd
4 m, som dr dppet pd bdda sidorna. Tva fotoceller P,, och Py markerar nér bilen blockerar dorrarna
dir den kor in respektive ut.

(a) I vilken ordning sitts fotocellerna igang i garagets inertialsystem?
(b) I vilken ordning sitts de igéng i bilens inertialsystem?
(c) Kan man svara entydigt pa frigan "Ar bilen nigonsin i garaget?"?

3.3 Konstruera ett Minkowskidiagram for bilen och garaget i problemet ovan.

3.4 Ett rymdskepp reser med konstant hastighet till en stjarna 10 ljusar bort pa en tid som dess
besittning anser vara 5 ar. Skeppet vénder sedan och édker tillbaka till jorden med samma hastighet.
Hur 1ang tid tar hela resan ur jordens synvinkel?

3.5 Den genomsnittliga livslingden for en m-meson ir i sitt egna inertialsystem 26.0 ns.

(a) Om mesonen ror sig med hastighet 0.95 ¢ relativt jorden, hur 1dng genomsnittlig livslingd
miéts av en observator i vila pa jorden?
(b) Vad ir det genomsnittliga avstandet som mesonen firdas fore sonderfall, métt av en observator
i vila pa jorden?
3.6 Konstruera ett Minkowskidiagram for tvillingparadoxen.
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Kinematik dr den del av mekaniken som beskriver kroppars rorelse utan beaktande av rorelsens
orsaker. Kinematiken for en kropp beskriver hur kroppens position och orientering beror av tiden.
Detta till skillnad fran dynamik dér begrepp som krafter och massa beaktas.

Kinematik inom relativistisk fysik &r lik den inom klassisk fysik, men den stora skillnaden &r
hur byte av inertialsystem gar till. T detta kapitel undersoker vi hur hastigheter och accelerationer
adderas. Vi introducerar dven viktiga begrepp som rapiditet, momentant vilosystem, egentid och
egenacceleration.

Hastighetsaddition

Betrakta tva inertialsystem i standardkonfiguration och en partikel som fiardas med hastighet i S
och w’ i S/, se Figur 4.1. Fragan ér nu hur u’ relateras till u. Observera att definitionen av hastighet
i inertialsystemet S dr densamma som i Newtonsk mekanik, det vill sdga u = % dir r och ¢ ar

. . . . . . o .. . . . 2
lageskoordinat respektive tidskoordinat i S. Likasd &r acceleration i S definierad a = % = ‘3175.
S S/ dr -
u = a 1S
v o = dr’ i

ot

ST

Figur 4.1: Tva inertialsystem i standardkonfiguration, samt en partikel i rorelse.

Vi dr sedan tidigare bekanta med koordinatbyte mellan S och S’, det vill siga Lorentztransforma-
tion. Denna bekantskap ska nu utnyttjas till att relatera hastighet och acceleration mellan olika
inertialsystem. Hastighet fas fran derivering av rumskoordinater med avseende pa tiden, det vill
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dr’

sdga g—f i S och §7 i S’. Exempelvis ér hastighetskomponenten i 2’-led

y _da! da//dt
oAy dv/dt’

4.1

u!, kan uttryckas i termer av koordinater i S, genom att minnas 2’ =~y (z — vt) ocht' =~ (t —vz/ 02>

i Ekvation (2.4). Sitts dessa uttryck in i Ekvation (4.1) erhalls (- dr konstant ty v dr konstant)

o - d[y(x—vt)]/dt _ (ugy —v) ‘
d[’y (tfm;/cz)} /dt (1—vug/c?)

Med samma metod erhalls de vriga uttrycken for hastighetsaddition. Vi kan #dven tidnka att vi sitter
i S/, det vill siga v — —v och hirleda de inversa formlerna.

4.1.1 — Hastighetsaddition.
o — Up — 1 " — u;—i-v
T 1 —vug/c?’ T 14l /e’
= —— P 4.2)
Yy (1 —vuy/e?)’ Yy (14wl /)’ '
W= u . S
“ oy (l—vug/c?)’ Ty (ol /eR)

Vi har inte gjort nagra antaganden, dessa ekvationer #r giltiga oavsett hur partikeln ror sig. Om
¢ — 00, dirmed dven v — 1, erhdlls de klassiska ekvationerna for hastighetsaddition, u/, = u, — v,

A [
U, = uy och u;, = u,.

Rapiditet
Som vi sdg i forra kapitlet kan uttryck som innehaller hastighet litt bli stora och komplicerade. Man
kan da anvinda sig utav ett alternativ till begreppet hastighet som kallas for rapiditet.

Definition 4.2.1 — Rapiditet. Rapiditeten ¢ beror pa hastigheten v och definieras implicit fran
ekvationen

oo (2)= ()

Man kan tinka pa ¢ som ett alternativt matt pa hastigheten v, da ¢ endast ir beroende av v
enligt definitionen ovan. Med denna definition av ¢ kan man ocksa fa de ibland mer anviandbara
sambanden

cosh (¢) =1, sinh (¢) =~yv/c, och tanh (¢) =v/c. 4.3)

Notera att nédr v = 0 4r ocksa ¢ = 0 och ndr v — =4c har vi att ¢ — +00 samt att ¢ antar negativa
vérden da v dr negativ. Fordelen med att anvinda ¢ som variabel istillet for v 4r att ¢ dr enklare att
anvinda da man vill byta mellan inertialsystem, till skillnad fran v som far de mer komplicerade
uttrycken i Kapitel 4.1 nidr man vill berikna hastigheten for ndgonting i ett nytt inertialsystem.
Anta att vi har tre inertialsystem, S, S’ och S”, i standardkonfiguration med varandra sa att S’
ror sig med en hastighet vy relativt S samt att S” ror sig med en hastighet v, relativt S’. Rapiditeten
for S relativt S &r ¢ och rapiditeten for S’ relativt S” &r ¢,. Rapiditeten for S” relativt S ges da
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av ¢ = ¢ + ¢,. Detta ir littare att arbeta med #n att direkt ta fram vilken hastighet som S” har
relativt S, dven om detta ocksa gar att gora. Pa grund av detta kan rapiditet ibland vara ett smidigare
begrepp att arbeta med dn hastighet och den anvénds mycket inom partikelfysik.

Man kan visa att ¢ #r “additiv” pa detta sitt genom att skriva transformationen fran S till S”
pa matrisform och anvinda sambanden i Ekvation (4.3). Transformationen fran S till S’, nir vi
transformerar z och ct, skrivs da som

x _ v (vy) —y(v1)v/c| |z _ cosh(¢;) —sinh(¢y)]| |z
ct’ —v(vi)wi /e v (vr) ct —sinh(¢;) cosh(¢;) | |ct|”

Fér transformationen fran S till S” kan vi skriva

[x”] _ [cosh(gbg) sinh(qbz)] [:p’]

ct” —sinh (¢7) cosh(¢z) | |ct’
_ [cosh(gi)g) —sinh(qbz)] [cosh(gf)l) —sinh (¢;) [1:]
—sinh (¢,) cosh(¢,) | |—sinh(¢;) cosh(¢y) | |ct

_ | cosh(¢1)cosh(¢2) +sinh(¢1)sinh(¢2) — —sinh(¢1)cosh(¢2) —cosh () sinh(¢2) | |
—cosh (¢1)sinh (¢,) — sinh (¢p1) cosh ()  sinh (¢ )sinh (¢;) + cosh (¢py)cosh (¢2) | |ct

gl

dér additionsformlerna for de hyperboliska funktionerna anvénds. Detta visar att ¢ dr additiv. Man
kan alltsd skriva transformationen fran S till S” som en enda transformation med parametern

¢ =1+ @2

_ | cosh(g1+¢2) —sinh(¢1+¢2)
—sinh(¢1 +¢2)  cosh(¢1+¢2)

4.3 Accelerationsaddition

P& samma sitt som for hastighetsaddition kan man hirleda formler for accelerationsaddition:

—du _ &r r_du _ d% s w1 . o poets .
a=G = gz 1Socha’ =g = r 1S Berikningen i z-led ser ut pa foljande vis.

Caw At e D (/) — (o) (~vae/)
Tt d[y (t—ve/e?)] /at T (1—ou /@) (1—vug/c)’?
7 1 Az — V7] C + Viugaz/C —via,/c?
(1= vu, /@) (1—vu, /)
. ar (1-02/) o

v (1 =vug/c?) (l—vugc/cz)2 73 (l—vux/cz)y

Har har vi deriverat enligt kvotregeln. Nir vi strukit de termer som tar ut varandra och identifi-
erar 1 —v?/c? = 1/~2, erhdlls den slutgiltiga formeln. Samma riikning kan goras for de dvriga
komponenterna, samt inverst enligt samma logik som for ldge och hastighet.
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4.3.1 — Accelerationsaddition.

a = s a — Oy
- b X )
B (l—vugg/cz)3 3 (l—i-vugc/cz)3
z al a,ulv/c
ay = o DV 2amuyv/cz3’ Ay =772 T ] 23’(4'4)
V(1 —vug/c)? (1 —vug/c?) V(1 +ovuy/e?)? (1 +ouy/c?)
o — a N agzu,v/c? . al, alulv/c?

2T 21—y /2?2 P(1—vug /) T P +od, /2?21 o, [2)E

Dessa reduceras till de klassiska ekvationerna om ¢ — oc. Da giller a), = ay, aj, = a, och a, = a..

Momentant vilosystem

Lat oss konstruera vért inertialsystem S’ sd att partikeln i Figur 4.1 befinner sig i origo av S’ vid
tiden ¢, 1at S’ ha samma hastighet som partikeln v = u, relativt S. Observera att allmiint s& dr S’
och S ej i standardkonfiguration. Momentant har vi nu vad som kallas for ett viloinertialsystem for
partikeln vid tiden ¢, men i resten av kompendiet viljer att anvdnda oss av forkortningen vilosystem.

I detta inertialsystem dr u, = u;, = u’, = 0.

Definition 4.4.1 — Momentant vilosystem. Antag att en partikel P, vid en tidpunkt ¢, haller
hastigheten w relativt ett inertialsystem S. Lat S’ vara ett inertialsystem med hastighet v = u
relativt S och beliiget sa att P befinner sig i origo av S’ vid tiden ¢. D& siiges S’ vara ett momentant
vilosystem for partikeln, vid tiden ¢.

Observera att man kan finna ett momentant vilosystem for varje tidpunkt till en partikel med
godtycklig rorelse. Om och endast om partikelns hastighet dr konstant géller det att det momentana
vilosystemet dr samma vid alla tider.

Egentid

Egentid har vi egentligen redan erfarit i tidigare kapitel, dock ej namnet. Vi tinker oss en uppsittning
synkroniserade standardklockor i vila i ett inertialsystem med namn S, dessa miter tid ¢. Vi
vill jimfora tiden som dessa klockor i S miter med en klocka som féardas godtyckligt med en
hastighet v genom inertialsystemet S, denna miiter tiden ¢’. For enkelhetens skull betraktar vi
detta i en dimension, lings xz-axeln. Det vill sdga att vi har fallet i Figur 4.2, fast med partikeln
utbytt mot en ideal klocka vars ldgeskoordinat #r 2’ = 0. Tidsskillnaden erhalls med hjilp av
Lorentztransformationen, Ekvation (2.4), eller formeln for tidsdilatation, Ekvation (3.3) enligt

=AY,

_ / /)2
At-’y(At —vAz' /¢ ) ‘Aa:’:O

dér « anser klockan. Observera att i detta fall dr -y tidsberoende for att klockan ror sig pa ett
godtyckligt sitt.

Nu introduceras det viktiga begreppet egentid, T, vilket enkelt uttryckt dr den tid, ¢, som miits
av denna ideala klocka som firdas i S. Foljande géller inte endast ritlinjigt, utan oavsett hur klockan
ror sig. (Darfor anvinder vi en annan symbol 7, for att inte blanda ihop den med tiden i ett sérskilt
inertialsystem.)
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Definition 4.5.1 — Egentid, 7. Den tid som miits av en ideal klocka, vars rorelse ir godtycklig.

™ tzl
AT:/dT::/—dt
Y
Tl t

4.6 Egenacceleration

Liksom egentid definieras egenacceleration, c, som den acceleration som upplevs i S’, det mo-
mentana vilosystemet. Lat oss for enkelhetens skull betrakta rétlinjig endimensionell rorelse, med
andra ord u; = u, uy = u, =0, a; = a och a, = a, = 0. (Det allménna fallet betraktas i Kap 6.)
Vi stéller da upp vara inertialsystem enligt Figur 4.2, standarkonfiguration.

Figur 4.2: Partikeln férdas lings med z-axeln med hastighet u i S. Dess momentana
vilosystem S’ firdas, liksom partikeln, med hastighet v = u lings med z-axeln i S.

Vi ser, ur Ekvation (4.2) och (4.4), att u;, = w;, = u, = a; = a, = 0. Dock dr accelerationen i z-led

nollskild. Acceleration i det momentana vilosystemet, vid ritlinjig rorelse med acceleration lings
x-axeln dr darfor

al, = Ga = {le=u=v}=————5 =70,
73 (1 —vuy/c?)

Darfor definieras egenacceleration enligt foljande.

Definition 4.6.1 — Egenacceleration, «.

/ 3 d

a:=a = a:£[7v] (4.5)

Det sista steget kan visas med hjilp av kedjeregeln enligt féljande.

d dy  dv d 5, 2\~ 1/2 va/c?
AL T vdt< v/e e v(l_v2/02)3/2+’ya
v?ay?

YE. ) v2fe +<1—W>
+1|=7va

T +7a:7a<1—v2/cz 1 —v?/c?

1 3
=re\isae) =7
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Ratlinjig rorelse med konstant egenacceleration

Om egenaccelerationen « dr konstant och rorelsen #r rétlinjig kan Ekvation (4.5) integreras fran tid
t = 0 till en godtycklig tid .

t t
- d - 0
/adt:/ [(;%v]dt = at:’yv(t)fm — at=9v(t) (4.6)
0 0

Hir éir 7 enbart en integrationsvariabel. Med valet v (£ = 0) = 0, det vill séiga att objektet star still d&
tiden borjar mitas, erhdlls at = yv. Observera att v =y (v (t)) och 7 (v = 0) = 1. Ekvation (4.6)
kvadreras nu och v 16ses sedan ut.

2
0 =g = (@ (1-0Y) =0t =
(at)Z,UZ (Oét)z (at)z
=+ o= =T = e oa = @)
I A
14 (at)? /2

Ekvation (4.7) kan nu integreras @nnu en gang, aterigen fran ¢ = 0 till ¢, men forst kan processen
forenklas genom en smart omskrivning. Hogerledet i sista raden ovan kan skrivas som

d[ Fart/e).

\/1+ at)? Tad

Integrering ger nu

t t
r Cd
Jeai= [ |V

0 0
0 2

2 (1)~ b0 =

(3]
l—|

Vi i)’/ | o7 —

C
«

( 1+(at)2/cz—m):>$(t):i< 1+(at)2/02—1>.

Vi viljer hir, liksom for v, att  (0) = 0. Alltsé befinner sig objektet i x = 0 vid ¢ = 0 och star still,
momentant. Om vi flyttar 6ver ¢?/« till vinsterledet och kvadrerar finner vi

2 2
N c c* 14+ (at)? N c (ct)? c*
z+—| == - z+— | —(ct) = —.
o a? c? « a?

Genom att 16sa ut x erhalls formelen for endimensionell rorelse med konstant egenacceleration
a.

4.7.1 — Rdétlinjig rorelse med konstant egenacceleration.

2 242
xzc_<,/1+ﬂ_1) “s)
8] C

for 2(0) = v(0) = 0.
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Om ¢ — o0, i Ekvation (4.8), erhalls ldgesekvationen for ritlinjig konstant acceleration inom
Newtonsk mekanik, ndmligen
[
T = -at”.
2
Hastighetsekvationen for ritlinjig konstant acceleration inom Newtonsk mekanik erhalls fran
uttrycket for v i Ekvation (4.7), om ¢ — oo. Det vill siga

at c—o
—

— v =at.
1+ (at)* /2
Det vill séga att om det inte existerar nagon hastighetsbegriansning foljer Newtons beskrivning av
rorelse.
I Figur 4.3 jamfors den relativistiska och klassiska beskrivningen av rorelse for en partikel med
rdtlinjig konstant egenacceleration. Bade ldget och hastigheten visas.

z . v .
N klassisk e klassisk
relativistisk
7 N relativistisk
uv=c
7’ N \
4 4
t t

Figur 4.3: Till vanster ldge och till hoger hastighet for en partikel med ritlinjig konstant
egenacceleration. Observera skillnaden mellan klassisk och relativistisk rorelse.

Figur 4.3 visar enbart kvalitativt hur relativistisk rorelse forhaller sig till den klassiska beskrivningen,
for 1ag hastighet stimmer klassisk mekanik vél 6verens med speciell relativitetsteori. Dock 4r vi i
speciell relativitetsteori begrinsade av ljushastigheten, vilken vi ser i den hogra grafen i Figur 4.3,
dér den relativistiska hastighetskurvan planar ut och har v = ¢ som asymptot.

Ovningsuppgifter

4.1 En elektron ror sig i ett inertialsystem enligt ekvationerna x = Awt, y = Asin(wt) och z =0
fort > 0.

(a) Bestim accelerationen som funktion av t.

(b) Finns det nagra begrinsningar for vilka virden w och A kan ta?

(¢) En annan observator aker med konstant hastighet u ldngs z-axeln. Vad &r accelerationen for

elektronen i denna observators inertialsystem?

4.2 En partikel, som ror sig med konstant hastighet w = ¢/2 i ett inertialsystem S, gor en vinkel
a = /6 med den positiva z-axeln. En observator ror sig lings x-axeln med hastighet v, som
definierar ett nytt inertialsystem S’ i standardkonfiguration. Vad ir hastigheten v om partikeln dker
ortogonalt mot z’-axeln enligt observatoren i S’?
4.3 En [jusklocka bestar av tva speglar i dndarna av en kort stav och en foton som studsar mellan
speglarna. Bevisa att en sadan klocka kommer att ga langsamt med den forvéintade Lorentz-faktorn
om den firdas...
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(a) ... longitudinellt.

(b) ... tviirs genom ett inertialsystem.

(c) Vad kan du siga om det fall dér rorelsen varken ér tvirgaende eller longitudinell?

4.4 Tett givet inertialsystem S aker tva partiklar samtidigt fran en given punkt med samma fart v
och med vinkeln 30 grader mellan varandra. Vad &r partiklarnas hastighet relativt varandra?

4.5 Om lingdkontraktion:

(a) Tva partiklar ror sig lings xz-axeln i ett inertialsystem S med hastigheter 0.6¢ och 0.7¢, den
snabbaste borjar 1 m bakom. Hur ménga sekunder i S tar det innan den snabbaste har akt
forbi den langsammaste?

(b) En sting med viloldngd 1 m ror sig med hastigheten 0.6¢ i S. En partikel, med hastigheten
0.7c1i S, fardas i samma riktning som stangen. Hur lang tid tar det for partikeln att passera
stangen, fran det att den #r vid stavens bakdel?

(c) Ar de tva svaren lika eller olika och varfor?

4.6 En partikel ror sig i ett inertialsystem (z,¢) enligt ekvationen = (k/3) 3, déir k &r en konstant.
Hiérled egenaccelerationen for partikeln. Ar ekvationen ovan giltig for alla tider?

4.7 Tva rymdskepp aker mot jorden med samma hastighet fran motsatta riktningar. En stav som
pekar i fardriktningen pa ett rymdskepp har dir langden 1 m, men ser bara ut att vara 60 cm enligt
en observator i det andra rymdskeppet. Hur lang &r staven ur jordens synvinkel?

4.8 Tva rymdskepp aker mot varandra, bada med samma hastighet uppmitt av en stationdr
observator pa jorden. Deras relativa hastighet dr 0.9 c¢. Bestdm hastigheterna for rymdskeppen,
uppmiitt av den stationdra observatoren pa jorden.

4.9 En stationdr observator pa jorden observerar rymdskepp A och B, som ror sig i samma riktning
mot Jorden. Rymdskepp A har hastighet 0.6 ¢ och rymdskepp B har hastighet 0.7 c relativt jorden.
Bestdm hastigheten for rymdskepp A, uppmiitt av en observator i vila i rymdskepp B.

4.10 Om rorelse med konstant egenacceleration:

(a) Skriv om jordens tyngdaccelerationen g = 9.8 m/s? i enheter ljusar (ly) per ar per &r och
visa att ¢ = 1 ly/yr?, d.v.s. besittningen pa en rymdraket som accelererar med en sadan
egenacceleration skulle kiinna sig bekviima. Antag att raketen startar i vila vid origo av en
inertialsystem som vi identifierar med jorden.

(b) Berikna Lorentzfaktorn relativ jorden +y efter 1 dag, 1 ar och 10 ar i raketens egentid. Berikna
ocksa hur langt fran jorden raketen befinner sig efter dessa tider.

(¢) Om raketen accelererar 10 ar i egentid, decelererar 10 &r i samma riktning, viinder sig tillbaka
och repeterar samma process tills den kommer tillbaka till jorden (med besittning som &r 40
ar dldre), hur mycket tid har gatt fran jordens referenssystem?
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Relativistisk optik bygger pa den klassiska optiken och den grundldggande relativistiska teorin
som presenterades i de foregaende kapitlen. De relativistiska samband som vi dér hirledde for
partiklar, géller dven for fotoner som kan betraktas som “ljus-partiklar”. De tre optiska fenomen
som presenteras i detta kapitel, drageffekten, Dopplereffekten och aberration, édr déarfor egentligen
bara specialfall av hastighetsaddition och utnyttjande av Lorentztransformation.

Ljusets hastighet har varit kind langt innan formuleringen av speciell relativitetsteori och
forekommer ocksa i samband inom den icke-relativistiska (klassiska) optiken. Detta gor att vi inte
kan lata ¢ — oo for att aterfa det klassiska sambandet, utan vi maste sdrskilja de ¢ som tillkommer
fran klassisk optik respektive relativistisk teori. De ¢ som tillkommer fran klassisk optik syftar
pa ljusets hastighet medan de ¢ som tillkommer fran relativitetsteori syftar pa den maximala
hastigheten som egentligen &r oberoende av ljusfenomen.

Fizeaus experiment

Innan den speciella relativitetsteorin formulerades forsokte fysiker hitta bevis for eterteorin. En
av dem var Hippolyte Fizeau (1819-1896) som 1851 byggde en uppstillning med en tank som
det strommade vatten genom med hastigheten v. Han skickade sedan ljus i samma riktning som
vattnet strommade och mitte hur ljusets hastighet u i vattnet paverkades av vattnets hastighet. En
illustration av forsoksuppstillningen finns i Figur 5.1 nedan.
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Figur 5.1: Fizeaus experiment. Vatten strommar genom tanken med hastighet v, samti-
digt som ljus firdades relativt vattnet med hastighet «’. Experimentet miter w, d.v.s.
ljusets hastighet i labbet (med hjilp av en interferometer, sa klart).

Kom ihdg att ljusets hastighet ' i en viitska i vila dr mindre 4n i vakuum c. Detta fenomen var
vilkiint redan pa 1800-talet nir fysiker inforde begreppet av brytningsindex: n = ¢/u’. Till exempel,
for vatten dr n = 1.33.

Pa 1800-talet kunde man tidnka sig tva extrema hypoteser. En var att vatten inte paverkade
etern alls och att ljuset da skulle ha samma hastighet relativt en observator i labbet, oavsett vad
vattnet hade for hastighet: © = «’. En annan hypotes var att vattnet drog med sig etern helt och
att ljusets hastighet relativt observatoren skulle bli ljusets hastighet relativt vattnet adderat med
vattnets hastighet: u = u/ +v.

Resultatet visade sig vara ett mellanting av hypoteserna. Ljusets observerade hastighet relativt
en observator i labbet var storre nir vattnet flodade 4n nér det 1ag stilla, men den blev heller inte
lika stor som summan av vattnets hastighet och ljusets hastighet relativt det stilla vattnet. Dessa
hastigheter relaterade Fizeau till varandra enligt Fizeaus formel.

5.1.1 — Fizeaus formel.

u=1u+kv (5.1

Hir #r k dragkoefficienten. Observera hir att K = 0 <= u = ' betyder inget drag och att
k=1 <= w =1+ v betyder fullkomligt drag. Métningar gav k = 0.44 och vattnet antogs nu dra
med sig etern, men bara delvis, och skapade darmed en drageffekt. Experiment med olika vétskor
visade att k£ kunde relateras till brytningsindex for vitskan enligt en mystisk formel:

1 2
k;:1—n7:1—%2. (5.2)

Sitts Ekvation (5.2) in i Ekvation (5.1) erhalls sambandet

23
u:u'—i-v(l—%).
c

Med hjilp av relativitetsteori kan allt det hér nu forklaras utan eter med hjilp av relativistisk
hastighetsaddition (4.2) och Taylorutveckling av den. Ljuset ror sig med hastighet u' relativt vattnet
och vattnet ror sig med hastighet v relativt labbet. Under det korrekta antagandet att v’ >>> v ror sig
darfor ljuset relativt labbet med hastigheten

u' + v , u'v v?
“ 1 +u'v/c? (v +2) z 7 2

” 2 2
=u' +v (1—u2> +0 (1}2> :u'—&—kzv—i—(’)(z).
c c c
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Termer av ordning v?/c? och hogre kan forsummas, detta pa grund av att v < c. Mitutrustningen
som var till forfogande for Fizeau var helt enkelt inte tillrdckligt precis for att kunna méta inverkan
fran termer av ordning hogre dn v/c.

Detta &r en relativt enkel applikation av relativistisk hastighetsaddition, men det drdjde dnda till
1907 innan Max von Laue (1879-1960) hérledde den, tva ar efter Einsteins banbrytande artikel.

Dopplereffekten

Dopplereffekten forekommer redan i klassisk optik, men vid intaget av speciell relativitetsteori
kunde sambandet forfinas. Vagor fran en inkommande killa upplevs av en observator ha hogre
frekvens dn vagor fran en utgaende killa. Detta giller dven for vagor med ldgre hastighet én ljusets.
Ljudfrekvensen fran en ambulans dr hgre om den dr pa vig mot en observator &n om den dr pa vig
frén observatoren.

Till skillnad fran Lorentztransformationen och dess invers, ddr man bara behover byta tecken
pé v nidr man byter mellan x och z’, behéver man vara mer eftertinksam nir man gar mellan
Dopplereffekten for rorlig killa respektive observator.

Dopplereffekten for rorlig kdalla

En fotonkilla K ror sig med hastighet w och radiell hastighet w, relativt en observatér O som &r i
vila i origo i inertialsystemet S. Killan sdnder ut fotoner i intervaller med periodtid Ar.

S
y Ur
K a
U
c
(0] o
T

Figur 5.2: Dopplereffekten for rorlig killa. En observator O ér stationdr i S samtidigt
som en killa K fardas med hastighet u och radiell hastighet u,. relativt observatoren.

Enligt observatoren O sidnder killan ut fotoner med periodtiden yAT i referenssystem S pa grund av
tidsdilatation. Men en foton maste ocksa aka strickan yAru, ldngre i S, jamfort med den foton
som skickades ivig en period tidigare. Darfor kommer observatoren O att ta emot fotonerna med
periodtiden

At = yAT + %"}/AT.
c
Observatoren O tar emot fotonerna med frekvens v. Frekvensen med vilken killan sinder ut

fotonerna ar 1. Eftersom dessa frekvenser dr omvint proportionella mot periodtiderna At respektive
AT dr sambandet kallat Dopplereffekten for rorlig kélla foljande.

5.2.1 — Dopplereffekten fér rérlig kdlla.
1 aF UT/C

V=2

Vi kan alltid vilja att orientera x-axeln parallellt till 1. Om vi definierar oz som vinkeln mellan
positiva z-axeln och fotonstralen fran killan i S nir en foton sénds ut, se Figur 5.2, kan sambandet

Vo

7:’}/(1+UT/C): (5.3)
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skrivas som

vo 1+ (u/c)cos(a)
v V1—u?/c®

Om killans hastighet enbart &r radiell, det vill sdga om u, = u eller a = 0, férenklas uttrycket till

v [l+u/c
v\ 1—-u/c’

En Taylorutveckling av Ekvation (5.3) ger
Y 1+u,/c U 1 u? u’
7‘):7*/:1+i+7—2+(’) =
v V1—u?/c? c 2c c

Om termer av andra ordningen forsummas ér uttrycket detsamma som for den ickerelativistiska
Dopplereffekten. Speciell relativitetsteori spelar alltsa bara in pa termer av ordning hogre én forsta.

Dopplereffekten for rérlig observatér

Vi studerar nu det motsatta fallet: en kélla som ér stationér i origo av S och en observator O, som
ror sig med hastighet u och radiell hastighet u, relativt kéllan.

Figur 5.3: Dopplereffekten for rorlig observator. En killa K dr stationdr i S samtidigt
som en observator O’ firdas med hastighet u och radiell hastighet u,. relativt kéllan.

Tiden mellan tva utsianda fotoner i S dr A7. Tiden mellan att de tva fotonerna nar fram till observa-
toren, ur kéllans perspektiv i S, dr

U
Aty = AT+ —Aty, (5.4)
c
dér termen %At s tillkommer eftersom den andra fotonen firdas strickan w, At lingre. Egentiden i
O’s momentana inertialsystem &r

At = Ats, (5.5)
Y

pa grund av tidsdilatation. Sitts Ekvation (5.5) in i Ekvation (5.4) erhalls

B 1
v (1—uy/c)
Precis som forr ar frekvensen som killan sdnder ut fotoner med vy och frekvensen som observatoren

tar emot fotoner med v. Eftersom dessa frekvenser 4r omvént proportionella mot periodtiderna At
respektive At dr sambandet kallat Dopplereffekten for rorlig observator foljande.

At AT.
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5.2.2 — Dopplereffekten fér rérlig observator.

Ly (1= upfe) = el (56)

Vo V1—u2/c®

Notera att Ekvation (5.6) inte kan erhallas fran (5.3) genom att byta tecken pa u,.! (Vénsterleden ar
annorlunda.) Detta beror pa att «, inte dr samma hastighet vid rorlig killa respektive observator. 1
det forsta fallet handlar det om u, vid utsdndande och i det andra vid mottagning av fotoner. Om
u = U, d.v.s. vi behandlar ett en-dimensionellt fall (radiell rorelse), dr dock Ekvation (5.3) och
(5.6) samma ekvation.

Aberration

Aberration dr ocksé ett fenomen som mirks dven vid hastigheter 1angt under de relativistiska. Nir
man springer i vertikalt fallande regn, kiinns det som att regnet egentligen faller snett. Detta kan
forklaras med hjilp av Galileitransformationen, Ekvation (1.1), men nu skall relativistisk aberration
hirledas och da anviinds istillet Lorentztransformationen, Ekvation (2.4).

Aberration av ljus

Ett inertialsystem S ir fixt medan ett annat inertialsystem S’ dker med en hastighet v relativt S i
standardkonfiguration. Fotoner sinds ut fran en kélla “o#ndligt” langt bort. Detta gor att vinkeln
mot z-axeln i Figur 5.4 &r den samma for alla . En observator O i origo av S ser det som att ljuset
kommer fran en vinkel o mot x-axeln, medan en observator O’ i origo av S’ ser det som att ljuset
kommer fran en vinkel o/ mot z’-axeln.

Figur 5.4: Aberration av ljus. Fotoner infaller fran en killa “oéndligt” langt bort, mot
observatdrerna O och O'.

Fotonerna som sinds ut fran kiillan héller hastigheten ¢, med riktning mot observatdrerna O och O'.
IS dr darfor hastigheterna i z- respektive y-led

Uy = —ccos (a) och uy = —csin(a).
I S’ ér hastigheterna i - respektive y/'-led
u/

i, = —ccos (o) och u, = —csin (o).

Genom att sitta in givna hastigheter i hastighetsadditionsformlerna fran Ekvation (4.2) erhalls
aberrationsformlerna for ljus.
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5.3.1 — Aberrationsformlerna foér ljus.

o) = o8 (a)+v/c (o) = sin ()
cos (o) 1+ (v/c)cos ()’ () 7(1—1—(1}/0) cos(a)>7 57)
N sin («v) '
tan (o) = 7 (cos (@) +v/c)

Tangensuttrycket kommer fran division av de andra tva. Genom att anvinda den trigonometriska
relationen

. 1, sin (o/)
n(= =7/
a2 14 cos (o)

erhalls

1 — 1
tan <2O/> = Z+Z tan <2a>. (5.8)

Om v ir positiv, alltsd om S’ firdas positivt i z-led, dr « storre dn o’. Detta blir mer patagligt ju
storre hastigheten for S dr. Om v istéllet édr negativ, alltsd om S’ firdas negativt i z-led, dr o mindre
4dn o/ . Aven hir blir effekten mer pataglig ju storre hastigheten for S’ ir.

Dopplerfaktorn, stralkastareffekten och Luminositet

Kombinationen av v och ¢ i (5.8) forekommer ofta i relativitetsteori och brukar da kallas for
Dopplerfaktorn.

Definition 5.3.1 — Dopplerfakiorn.

D— c+v
\/ c—v

(Notera att D &r invers av faktorn i (5.8).)

Vi kan anvinda Dopplerfaktorn for att fa en kvalitativ kiinsla av ett intressant ljusfenomen
som kallas for stralkastareffekten. Betrakta aterigen Figur 5.4 men sitt nu en ljuskilla vid O'.
Fotonerna firdas nu fran observatorerna O och O, alltsa ér deras hastighetskomponenter i z- och
y-led positiva. Dirfor byts —c ut mot ¢ i Ekvation (5.7). Om v r positiv, alltsd om S’ firdas positivt
i z-led, sprider nu ljuset fran killan ut sig mindre i S jamfort med S’. (Se bild 5.5, anta att killan
kommer mot observatoren O fran vinstersidan.)

For en observator O i S ser det ut som att kéllan skickar ut fler fotoner i den riktning som killan
fardas. Om killan fiardas mot O, kommer O att se det som att killan skickar fler fotoner mot O &n i
nagon annan riktning. Vid mycket stora hastigheter for kéllan skjuts ddrfor néstan allt ljus ut i en
liten kon framfor killan i observatoren Os inertialsystem S. Detta kallas for stralkastareffekten.

S/ S o

Figur 5.5: Strilkastareffekten. Killan sett ur sitt egna momentana vilosystem S’ till
vinster och ur en observator Os inertialsystem S da killan dker mot observatéren med
hastighet v till hoger. Trots att kéllan sdnder ut fotoner likformigt i alla riktningar 1 sitt
eget inertialsystem, ser det for O ut som att killan skickar flest fotoner mot O.
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Fenomenet blir annu mer patagligt om vi anviander begreppet luminositet.
Definition 5.3.2 — Luminositet. Luminositeten L definieras som den utstralade effekten fran
en killa.

Om kiillan, i sitt eget inertialsystem, strlar ut fotoner i en liten rymdvinkel Q' i den riktning som
killan fardas, kan en Taylorutveckling av tangensfunktionen goras enligt

/ /
o a =Da,

c—v
ddr o och o ér endimensionella sma vinkelarna som killan stralar ut fotoner med i S respektive S'.

Utstrdlningsvinkeln blir alltsd mindre i S dn i S’, enligt Figur 5.5. I S ér rymdvinkeln som kéllan
sinder ut fotoner genom £, den kan relateras till ' enligt: (Q o o?)

o~ o - py.
Luminositeten I genom rymdvinkeln Q 6kar dock med ytterligare tva Dopplerfaktor jamfort med
L' genom rymdvinkeln Q. En Dopplerfaktor pa grund av att varje foton har hogre energi i S och
en Dopplerfaktor pa grund av att det sdnds ut fler fotoner per sekund i S. Sammantaget &r darfor
luminositetsforhallandet mellan S och S’
2
L~ DL = <c+”> L.

cC—v

Aberration av partiklar och vagor

Betrakta nu partiklar som kommer in mot O och O’ med hastighet u < c, istillet for fotoner med
hastighet ¢, fran en kélla “odndligt” langt bort. Vinklarna mot x- och x’-axeln dr precis som for ljus
a respektive o for S respektive S’. Hastighetskomponenterna ir nu istillet

=—u'cos (/) och ul,=—u'sin(a/) (5.9

uy = —ucos (), uy=—usin(a), u. y

T

i S respektive S'. Till skillnad fran ljus &r nu u # «’. Sitts Ekvation (5.9) in i hastighetsadditions-

formlerna fran Ekvation (4.2) erhalls

och u/sin (o) = usin (@) . (5.10)
v (1 + (vu/c?) cos (a))

Eftersom vi inte vet vad u’ dr, far vi inte ut speciellt mycket av Ekvation (5.10). Dock kan v’
elimineras genom att dividera uttrycken med varandra. D erhalls aberrationsformeln for partik-
lar.

ucos (a) v
14 (vu/c?) cos (a)

u' cos (o/) =

5.3.2 — Aberrationsformeln for partiklar.

N sin ()
tan (') = ~ Teos (@) £ 07) (5.11)

Aberrationsformeln for partiklar kan inte forenklas lika mycket som tangensfunktion i aberrations-
formlerna for ljus, detta eftersom u < ¢, se Ekvation (5.7). Om partikelns hastighet gar mot ljusets
(u — c) géller
sin (@)
7 (cos (a) +v/c)’
vilket 4r samma samband som togs fram for aberration av ljus i Ekvation (5.7).
Istéllet for partiklar kan ocksa vagor med hastighet w < ¢ betraktas.

tan (') =
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Férvéxla inte vagens hastighet w med dess vinkelhastighet w = 27rv.

Foljande ekvationer beskriver en vagfront som ror sig med vinkel o mot z-axeln och hastighet w i
S, samt vinkel o/ mot z’-axeln och hastighet w’ i S'.

xcos () +ysin(a) = C —wt och 2’ cos (o) +y/sin (') =C"—w't’ (5.12)

Hir ér C' och C” dr konstanter med dimension lingd. Genom att Lorentztransformera x och ¢ erhalls

/
7 (2" +vt") cos (@) + ¢/ sin (o) = C —wry <t/ + v;) ==
(5.13)
x'y <cos(a) - tg;) +y'sin(a) = C —~ (w+wvcos(a)) t'.

Koefficienterna for 2’ och ¢’ i Ekvation (5.12) maste vara proportionella mot motsvarande koeffici-
enter i Ekvation (5.13). Denna proportionalitetskonstant far namnet A, férhallandena 4r da

cos (a') = Ay (cos (o) + 1;1;)) och sin (o) = Asin (a). (5.14)

Genom att dividera sambanden i Ekvation (5.14) erhalls aberrationsformeln f6r vagor.

5.3.3 — Aberrationsformeln fér vagor.

sin ()

vy (cos(a) I %)

tan (o) =

Precis som aberrationsformeln for partiklar, Ekvation (5.11), kan inte aberrationsformeln for vagor
forenklas lika mycket som tangensfunktionen i aberrationsformlerna for ljus, Ekvation (5.7). Detta
pa grund av att w < ¢, men om vagens hastighet gar mot ljusets (w — c) géller

sin () .
7 (cos () +v/c)

tano’ =

Detta dr precis samma samband som for en partikel och ljus. En partikel med hastighet v aberrerar
alltsd p4 samma sitt som en vag med hastighet w = ¢ /u. Om u < ¢ #r w > ¢ och vice versa.

Ovningsuppgifter

5.1 Beriikna korrektionstermen av ordning tva till Fizeaus formel v = u’ + kv. Vad ir korrektionen
1 % for vatten (n =4/ 3) som ror sig med hastigheten 1 m/s?

5.2 Vatten aker genom ett rér med hastigheten (1/2)c (orealistiskt!). En ljusstrale aker genom
vattnet, med samma riktning som vattnet. Vattnets brytningsindex dr n = 4/3.

(a) Vad dr ljusets hastighet i forhallande till labbets inertialsystem?
(b) Vad blir svaret om man anvinder sig av Fizeaus formel istillet?

5.3 En killa som stralar ut monokromatiskt ljus med egenfrekvens 1y dr fixerad vid origo i ett
inertialsystem S. En observator firdas genom S med hastighet ¢/2, med den radiella komponenten
u, = ¢/3, relativt killan. Vilken frekvens for killan ser observatoren?

5.4 En killa, som sitter vid origo for ett inertialsystem, sdnder ut fotoner med en egenfrekvens vy.
En observator dker med konstant hastighet v pa en bana parallell med y-axeln och korsar z-axeln
vid z = x¢. Hirled frekvensen som observatoren ser nir den korsar z-axeln och mycket senare nér
den har forflyttats vildigt langt bort (y — 00).
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5.5 Vites sa kallade Lyman « linje, som uppstar i 2p — 1s- dvergangen, har en vaglingd Ao =
1215 A i labbet. Man observerar samma Overgang fran en avldgsen supernova med vaglingd
Ao = 9682 A.
(a) Antag att supernovan ror sig i radiell riktning fran oss och berdkna supernovans hastighet v.
(b) Enligt Edwin Hubbles lag ér en stjdrnas avstand fran jorden d relaterat till v enligt v = Hd
dir H =72 Sll\‘,[rg - (Mpc = megaparsec). Bestdm supernovans avsténd fran jorden i Mpc.
5.6 Om man inte tar hinsyn till tidsdilatation, blir Dopplers formel pa frekvensform for en kélla
som ror sig bort fran jorden i radiell riktning med hastighet u

o4t

v c
vy dr den frekvens som kéllan siander ifran sig fotoner med och v édr den frekvens som miits i ett
labb pa jorden. Bestdm felet i % jamfort med den relativistiska formeln, f6r en stjirna som ror sig
med v = 0.01¢ ifran jorden.

5.7 Alla frekvenser i vitespektrat fran kvasaren 3C9 &r tre ganger storre i kvasarens vilosystem én
i jordens vilosystem. Hur snabbt ror sig 3C9 fran jorden?

5.8 Pa ytan av en stjarna med yttemperatur 7" har viteatomer en genomsnittlig hastighet v, som ges
av (3/2) kT = (1/2) mv?. Tsitt vilosystem har vite en spektrallinje med vaglingden Ao = 1215 A.
Hur ser spektrumet ut pa jorden?

Solens yttemperatur ir 7' = 5780 K. kg = 1.38065-10"23J /K. my = 1.6726218 - 10~ ?" kg.

5.9 Jordens genomsnittliga avstand fran solen dr cirka 150 miljoner kilometer. Den ekliptiska
breddgraden av stjarnan Vega dr ungefér 61 grader. Diskutera avvikelsen i1 det ljus som kommer
frén Vega under ett ar.

5.10 Lat oss titta ndrmare pa tvillingarna Albert (A) och Bodil (B) och deras rymdresor. B reser
fram och tillbaka med hastighet 3¢/5 (férsumma accelerationsperioden) till en planet som ligger 9
ly borta fran jorden. A stannar pa jorden. A och B ir i video kontakt med varandra under hela resan.

e Under Bs resan till planeten, vad ser A pa skdrmen (d.v.s. hur “snabbt” verkar tiden floda for
B enligt A)? Finns det nadgon skillnad med hur B ser A pa sin skdrm?
e Efter hur manga ar ser A pa sin skérm att B har kommit fram till planeten?
e Hur mycket dldre ser B ut pa As skidrm nir hon har kommit fram till planeten?
Under Bs resa tillbaka, vad ser A pa skidrmen? Finns det nagon skillnad med hur B ser A pa
sin skdrm?
Hur ménga ar gér enligt A mellan nér han ser B lamna planeten och B ér tillbaka pa jorden?
Hur mycket har B dldrats enligt A under resan tillbaka?
Hur lang borta #r planeten enligt B?
Hur langt tid tar resan till planeten enligt B?
Hur mycket &ldre ser A ut pa Bs skdrm nir hon har kommit fram till planeten?
Hur langt tid tar resan tillbaka fréan planeten enligt B?
Hur mycket har A och B aldrats nir de triffar varandra igen?
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I detta kapitel kommer vi att diskutera hur vi beskriver olika storheter, som skaldrer, vektorer och
tensorer i relativitetsteori.

Vi borjar med det 3-dimensionella fallet, vilket egentligen dr en repetition. Efter det fortsétter vi
med den 4-dimensionella rumtiden, dir kinematiska storheter som 4-hastighet och 4-acceleration
kommer att presenteras.

6.1 Skaldrer, vektorer och tensorer i Euklidiskt 3D-rum

Lat oss borja med ett Euklidiskt 3-dimensionellt rum. Vi kan definiera olika storheter. Forst har vi
skaldrer, som dr kvantitet oberoende av valet av bas, till exempel temperatur eller tryck i en punkt,
som beskrivs av ett tal. (I Kap. 8 kommer vi att generalizera alla dessa begrepp till ett falt som
tar olika virden i olika punkter.) Inom Newtonsk mekanik dr dven tid och energi av en partikel
skaldrer.

Betrakta nu istillet en punkt som relativt origo har koordinater z' := z, 22 := y och 2° := 2
och som ér associerade med en vektor (ortvektor)

rle) +2Per + e = ZIIIZQBZ' =2'e;.
i

Vi kallar hir enhetsvektorerna for e, &, och e3. I den sista likheten introducerade vi Einsteins
summationskonvention.
Definition 6.1.1 — Einsteins summationskonvention. Tva upprepade index, ett uppe och ett
nere, innebir att man summerar over det indexet.

aibi = Zaibi

Effektivt dr det bara utelimnande av summationstecknet ). Index uppe kallas kontravarianta och
index nere kallas kovarianta.

Vi kan skriva ett basbyte genom att lata &; = Lg e;. — e, = (L )z e, déir L dr en inverterbar
3 x 3-matris med invers L~'. Vi vill att en vektor ska vara invariant, det vill siga identifiera samma
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punkt oavsett basen: z'e; = 2'e}. Detta fodrar att 2* = (L")%2"7, eller ekvivalent
o' = Lial. (6.1)

Inom fysik anvénds ofta denna sistndamnda egenskap (6.1), som definierande egenskap for vektorer.
Invarians under basbyte innebir att vektorn dr oberoende av valet av basvektorer. Observera att det
inte dr 2* som #r invariant under basbyte utan z‘e;.
Sdg att vi har tva punkter A och B med koordinater a:z 4) respektive .CC% B) 1 rummet, det

S (ol 2 3 (ol 2 3 2
vill sidga A: (:c(A>, Ta)s x(A)) och B (x(B>, () :c(B)). Avstandet d mellan dessa ges av
d? = (Az")? + (Ax?)? 4 (Az?)?, didr Az’ = () — T(4)- Om vi vill skriva detta i Einsteins notation
behover vi infora ett objekt, nimligen Kroneckers delta

Definition 6.1.2 — Kroneckers delta.

Lo
Giy=2 0 T 6.2)
0, i#J

Detta medfor att avstandet d ges av d? = 5iijiij . Faktum ir att § dr vad som kallas for tensor,
som vi snart kommer till, dock en speciell sadan.

Ofta vill vi begrdnsa oss till koordinatbyten som later avstandet mellan punkter vara invariant.
Om avstandet &r invariant maste L uppfylla ett ytterligare krav:

d=d — d;a0'00) =600 A0 D 55 (Liaak) (L], a0™). 6.3)

Det spelar inte nagon roll vad indexen heter (vi summerar den), eller i vilken ordning L och Ax star.
Vinsterledet i Ekvation (6.3) kan da skrivas ;; Ax'Ax? eller 8k, AzFAx™. Vi kan ddrmed skriva
Ekvation (6.3) som

SrmATFAL™ = Li LI 8;;Ax"Ax™ = gy = LL LI 54,

ddr implikationen f6ljer av att vi krédver att avstand dr invariant for alla mojliga virden Az. Villkoret
kan dven skrivas LLT = 1, som kanske #r mer bekant, matriser som uppfyller detta ir ortogonala.
De transformerar ortonormala vektorer e; till ortonormala vektorer 03;, och geometriskt motsvaras
de av rotationer.

Tensorer 4r ett begrepp som generaliserar skaldrer, vektorer och matriser. De karakteriseras av
komponenter med flera index.

Definition 6.1.3 — Tensor. En tensor av typ (p, ¢), kovarianta respektive kontravarianta index,
rank n = p+ ¢, r ett multidimensionellt objekt som transformeras enligt

=g (L) () (6.4)
1

i1...0p ip
Dir varje index 16per 6ver respektive dimension.

Hir ser vi att det dr skillnad pa kovarianta och kontravarianta index. Vi kommer framst betrakta
tensorer av rank O vilka r skalédrer, rank 1 som beskrivs av vektorer, och rank 2 vilka beskrivs av
matriser, men dven tensorer av hogre rank anvinds i vissa tillampningar.
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m Exempel 6.1 Ett exempel pa en tensor av rank 2, dir bada indexen 16per dver rummet, dr
3 x 3-matrisen som vi hér kallar K i Hookes generaliserade lag.

€; = KijO'J

Hir #r ¢; deformation lings i-axeln och o/ spinningen lings j-axeln. Den som list hillfasthetslira
har anvint sig av Hookes lag, savil som spanningstensorn. =

Nir vi nu har definierat tensorer inser vi att Kroneckers delta, beskriven av Ekvation (6.2), dr
en tensor med tva kovarianta index, men den dr mycket speciell. ¢ dr invariant under ortogonala
transformationer, det vill sidga rotationer. Med andra ord giller ¢;; = 0, =

Alternativt, kan vi vianda pa definitionen och séga att ortogonala transformationer definieras
som de som ldmnar d;; invariant. Detta gller dven 6/ = §"¥/. Déremot &r tensorn 5; invariant under

alla invertbara basbyte, inte bara ortogonala: 5;.i = Lfn(L_l)?cS,”f =Lt (L‘l)§” = 5;

Att vi har en invariant tensor innebdr att vi kan “hdja” och “sénka” index genom att definiera,
till exempel, for en vektor a; = d;;a’. Med detta tillats vi skriva skaldrprodukt pé flera
ekvivalenta sitt.

a-b= 6ijaibj = ;b = a'b; = §ijaibj (6.5)

Enheter c=1

Innan vi kastar oss in i den 4-dimensionella véirlden ska vi ta itu med ljushastigheten. Enligt
Einsteins andra postulat (2.1.1) 4r ljusets hastighet i vakuum konstant. Idag definieras enheten
meter sa att ¢ = 299792458 m/s, i alla inertialsystem, alltsa definieras nu enheten meter utifran
ljushastigheten och inte tvirtom.

Eftersom c dr konstant, kan vi vilja att se pa den lite annorlunda genom att byta enheter.
Genom att definiera “ljussekund” som en enhet for lingd kan vi forenkla alla ekvationer i speciella
relativitetsteorin.

Definition 6.2.1 En ljussekund (Is) := den stricka ljuset firdas genom vakuum pa en sekund.
Om vi anvinder enheterna sekund och ljussekund sa blir ¢ = 1, ddr man alltid forsummar att
skriva ls/s vilket dr praktiskt i manga rikningar.

Nu behover vi inte lingre slidpa pa det langa ¢ = 299792458 m/s, vilket bara paminner om ett
telefonnummer. Det dr dock viktigt att podngtera att detta byte utforts och att det sker konsekvent i
alla rikningar sa det inte blir dimensionsfel. I resten av kompendiet kommer vi alltid vélja c =1,
for att ekvationerna ska bli mer koncisa.

Skaldrer, vektorer och tensorer i Minkowski 4D-rumtid

Som vi sag redan i Kapitel 1 och 2 maste vi ta hdnsyn till tid mellan olika referenssystem. Detta
gor vi genom att inkludera tid som en koordinat. Vi har dven sett i Kapitel 3 att avstand inte
dr invariant vid Lorentztransformationen. Precis som 1 det 3-dimensionella fallet finns det inom
den 4-dimensionella virlden skaldrer, som inte beror pa valet av bas. Vektorer a andra sidan
behdver vi dndra pa, vi maste ha med tiden som en fjarde koordinat. Inom relativitetsteori dr
konventionen att anvéinda sig av grekiska bokstéver istéllet for latinska: 4,7, k,... — p,v,p... vid
indexering.
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Definition 6.3.1 — 4-vektor. En vektor pa formen
Ve u=0,1,2,3 — VF:= <v0, v, 02, 1)3).

kallas for en kontravariant 4-vektor. v° kallas for tid-komponent.

LAt oss beteckna en allmin Lorentztransformation med A~ vilket motsvarar Lg, och kan
beskrivas med en 4 x 4-matris. Lorentztransformation i rumtid kan jimforas med rotation i det
Euklidiska rummet i den meningen att den har motsvarande egenskaper, nimligen att transformera
vektorer och tensorer mellan olika referenssystem och att lamna en viss storhet (distans eller
intervall) invariant.

6.3.1 — Lorentztransformation i 4D-notation. En godtycklig vektor V# transformeras som
o

VIE = APV = VH = (A—1> v, (6.6)
For en godtycklig tensor Tff,lzz giller att

V). 1\ —1\%
T = A ouli 3 1)“1 o (a I)M Te:he, 6.7)

Definition 6.3.2 — Handelse i rumtid. En hindelse i rumtid beskrivs av vektorn
2, n=0,1,2,3 = zt:=( x, 9, 2).

Notera att ¢ =0, 1,2, 3, detta innebiér att zh?23 = (z, y, z) som i det 3-dimensionella fallet och
den tillforda nollte koordinaten ir 2° = ¢ (i ¢ = 1 enheter).

Av Ekvation (6.7) framgar det att kovarianta och kontravarianta index transformeras olika,
liksom fallet vi hade i 3D i Ekvation (6.4). Om systemen &r i standardkonfiguration, exempelvis i
Figur 1.1, kan Lorentztransformationen av en hiindelse med matriser och vektorer skrivas enligt

t v —yv 0 0] [t v —ywv 0 0

/ —_ —_—

e I 1 S IR B
2! 0 0 0 1] |z 0 0 01

Ekvation (6.8) beskriver en sa kallad “boost” ldngs x-axeln. Vi kan skriva liknande uttryck for
“boosts” liangs y-axeln, savidl som z-axeln. Genom att kombinera “boosts” och rotationer kan en
godtycklig Lorentztransformation skrivas.

Intervall mellan tvé hdndelser

Sig att vi har tva hiandelser A och B i rumtiden med koordinater xé‘ A) respektive x’(* B) I relativi-
tetsteori dr inte avstandet Lorentzinvariant, ddremot ar intervallet, As, invariant, vilket visades i
Kapitel 2.6. As uppfyller ekvationen

2 2 2 2
As? = (Ax()) — (Ax1> — (Aw2> — (Ax3> ,
dir Azt = ot

(B) ~ xf‘ A)- For att skriva detta med Einsteins notation krivs att vi infor en ten-
SOT.
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Definition 6.4.1 — Minkowskimetriken'.

. p=v=0 1 0 0 0

’ 0 -1 0 O

Nuv -= _17 /’L:V:17273 eller n-= 0 0 -1 0
0, u#v 0O 0 0 -1

Intervallet kan nu skrivas enligt As?> = NuwAzHAx", eller ekvivalent pd differentiell form enligt
foljande.

Definition 6.4.2 — Intervallet i Minkowski 4D-rumtid.
ds? := N dat dx”

Eftersom ds? ir invariant s giller

Ny dz™ dz’ = 1y, dat dz”. (6.9)
Med Lorentztransformationen (6.6) kan vi skriva vinsterledet i Ekvation (6.9) som

N dz' dz" = 15, dz" dz'? = 15, A7 AL dat dz”.
Da Ekvation (6.9) skall gilla for alla dz foljer att

AZA e p = Ny

Tensorn 7 &r alltsa Lorentzinvariant.
I speciell relativitetsteori kan vi anvinda 7,,,, eller n*” for att hoja/séinka index. Notera att detta
innebdr att 1, = n,,n"" =4,

Lorentzprodukt, tidslika, ljuslika och rumslika vektorer

Nar vi nu har definierat vad en 4-vektor &r kan vi borja klassificera dessa samt undersoka olika
algebraiska och geometriska egenskaper hos dessa klasser. Vi har tidigare sett att ett litet intervall
ds? dr invariant under Lorentztransformationen och borjar nu med att presentera ytterligare ett
invariant begrepp, ndmligen Lorentzprodukten, ibland kallad 4-skaldrprodukten. Det dr en analogi
till den 3-dimensionella skaldrprodukten i den bemérkelsen att man “multiplicerar” tva 4-vektorer
och far ut en skalidr, som &r invariant. Dock behandlas tids- och rumskoordinatera annorlunda
pa grund av Minkowskimetriken. For tva godtyckliga 4-vektorer A* = (a°, a', a?, a®) och
B* = (8°, b', b%, b%) definieras Lorentzprodukten enligt foljande.

Definition 6.5.1 — Lorentzprodukt.
A-Bi= AFBy = A'BY = " — (' + a2 + a0 (6.10)

Notera tecknet mellan produkten av de nollte komponenterna och de ovriga.

Notera att vi med hjdlp av Minkowskimetriken kan héja och sdnka index. Det betyder att vi lika
gdrna kan skriva om Definition 6.5.1 enligt 1, A* B¥ =n"" A, B, = A, B¥ = A" B,,, precis
som i det 3-dimensionella fallet i Ekvation (6.5). Viktigt att tinka pa &r att om vi inte viljer att
skriva ut tensorn n** eller 7,,,, och istillet h6jer eller sdnker det ena indexet férsvinner tecknet
framfor de tre sista komponenterna, eftersom det dr inbakat i hojningen och sankningen. Det
innebir att A" B,, = a®by+a'b; +aby + a*bs och A, B* = apb® +ab' + azb? + azb?. (Plus
tecken dverallt, ty a; = 0" = mlal = —al.)

'Det forekommer andra definitioner, till exempel —n enligt ovanstaende.
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Med matrisnotation kan vi skriva Lorentzprodukten som

1 0 0 o] |[®
0 -1 0 0] ¥
HpRY _ 0 1 2 3
e R R A R A R
0O 0 0 —1]|[¥

ddr den mittersta matrisen dr den anvanda metriken 7),,,. Genom matrismultiplikation fas precis
Ekvation (6.10).

Vi kan nu visa explicit invariansen hos produkten under Lorentztransformation. Lat oss star-
ta med Lorentzprodukten mellan tva godtyckliga 4-vektorer i ett inertialsystem S och sedan
transformera varje komponent enligt Lorentztransformationen (2.4) till ett inertialsystem S’ i
standardkonfiguration. Vi visar alltsa att A" B), = A" B, enligt

A'B, = a'b" — (a”b'1 +a”b? + a'3b'3>
= <a0 — va1> 0% (bo — vbl) - (al — va()) 0% (bl — vbo> —a’? —a’b?
— 2 (aObO—M—M+v2albl —a'p! +4aaﬁ’b/l'+ml’5&—v2aobo> — 20— a3
— 2 (1 _U2> a%b° — A2 (1 —02) b — a2 — a2b3
— a0 — (albl e +a3b3) — A"B,,

ddr vi i nist sista steget utnyttjade att 7> = 1/(1 —v?). Dirmed ér Lorentzprodukten Lorentzinvari-
ant, vilket ar ett kraftfullt verktyg vid 16sning av relativistiska problem.

Definition 6.5.2 — Lorentzkvadraten. Ett intressant fall av Lorentzprodukten 4r nédr man tar
Lorentzprodukten med en vektor och den sjélv.

A= A A, = (007 = (0 + (@) + (0)?) (6.11)
Vi viljer att definiera det som Lorentzkvadraten.

Fran Definition 6.5.1 kan vi komma fram till f6ljande resultat.

» Exempel 6.2 For tre godtyckliga 4-vektorer A¥, B* och C* giller foljande.

A'B,, =B'A, Kommutativitet
A*(B,+C,) = AFB,+ A*C, Distributivitet
d(A"B,) = (dA") B, + A" (dB,,) Produktregeln
I den sista ekvationen betecknar “d’ en differential. n

I Kapitel 2.5 beskrevs ett tvadimensionellt Minkowskidiagram som symboliserade rumtiden,
men bara med en rumslig dimension. Vi vill kunna illustrera ett 4-dimensionellt Minkowskidiagram
och diarmed fa med tre rumsliga dimensioner, men detta dr svart att gora pa ett 2-dimensionellt
papper. Det dr dock enklare att illustrera ett 3-dimensionellt Minkowskidiagram, med tva rums-
och en tidsdimension. De rumslika, ljuslika och tidslika vektorerna i Definition 6.5.3 har olika
geometriska betydelser i ett sadant diagram. Detta illustreras i Figur 6.1, vilket &r ett 3-dimensionellt
Minkowskidiagram.

Vi kan klassificera 4-vektorer utifran tecknet pa deras Lorentzkvadrat.
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Definition 6.5.3 — Klassifikation av 4-vektorer.

>0 = A" Tidslik
A?=ArA,{ =0 = A" Ljuslik
<0 = A" Rumslik

Notera att denna klassifikation giller i alla inertialsystem eftersom Lorentzprodukter dr Lorentzin-
varianta.

Tid
Framtid

Jidslik 4

4

Ljuslik

Rumslik

Rum

Figur 6.1: Figuren illustrerar ett Minkowskidiagram i tre dimensioner, tva rumsliga och
en tidsdimension. Planet svarar mot tiden ¢ = 0, alltsé nutid enligt en observator i origo.
Vektorer som har en positiv tidskoordinat pekar alltsa i framtid och vektorer som har
en negativ tidskoordinat pekar i datid. De tva konerna i figuren #r sa kallade [juskoner,
vilka illustrerar hur 4-vektorer klassificeras i Definition 6.5.3. Tidslika vektorer ligger
innanfor konen, ljuslika lings med konen och rumslika utanfor konen.

De tidslika vektorerna pekar alltsa innanfor ljuskonen, ljuslika ligger lings konens rand och rumslika
pekar utanfor konen. Vektorernas position pa ljuskonen relativt en observator i origo dr alltsa det
som bestdmmer klassifikationen i fallet da A* dr rumtidskoordinaten for en héndelse.

Om vi minns Kapitel 2.5 igen, da i en dimension, motsvaras hindelser som ligger lings
ljuskonen med ¢ > 0 av hindelser som kan nds om man skickar en ljussignal fran Origo, eftersom
lutningen pé konen #r precis c. Alla hiandelser utanfor konen kan ddrmed inte paverkas av Origo
och kallas for “rumsseparerade”. Det omvinda giller for vektorer innanfor konen, som alltsa inte
kriver dverljushastigheter och sdledes kan paverkas av en signal fran Origo efter en godtycklig
tid. De &r ddrmed “tidsseparerade”. Denna tolkning leder oss till slutsatsen att tids- och ljuslika
vektorer bada kan klassas som “kausala” vektorer.

I Kapitel 4.4 beskrevs det momentana vilosystemet, som kan forenkla beskrivningar av vektorer
som hastighet och acceleration. Denna forenkling dr dven mojlig for 4-vektorer dir de rumsliga
koordinaterna kan transformeras med en rotation till momentana vilosystemet.
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m Exempel 6.3 — Tidslikq, ljuslika, rumslika vektorer.
tidslik A2 > 0 3 ett inertialsystem dir A" = (a, 0,0, 0)
Notera att for en vektor A* som dr{ ljuslik A% = 0 3 ett inertialsystem dir A* = (a, a, 0, 0)
rumslik A% < 0 3 ett inertialsystem dir A* = (0, a, 0, 0)
Hir motsvarar a ett godtyckligt virde pa en av komponenterna. Kontrollera gérna att dessa forenk-

lingar uppfyller Definition 6.5.3 {f6r vardera fall genom att anviinda Ekvation (6.11). Detta resultat
kan vara mycket anviandbart vid problemlosning. "

4-hastigheten

Med algebran och geometrin bakom 4-vektorer i minnet kan vi nu studera kinematiken. Forst
beskriver vi 4-hastigheten. Analogt med tre dimensioner ser vi hastigheten som fordndringen i
position med avseende pa tiden, men nu maste vi anvidnda den invarianta egentiden 7 som uppfyller

dr? = dt* — da? —dy? — d=>.
Notera att ¢ = 1, annars hade det varit ett ¢> framfor termerna dt> och dr2. 7 ir tidskoordinaten i
en partikels vilosystem, dirfor dr dess rumsliga koordinater dér noll.

Definition 6.6.1 — 4-hastighet. Lat 7 vara den invarianta egentiden. Da definieras 4-hastighet
enligt

_ da#

Ut = —.
dr

For att ta fram ett uttryck for 4-hastigheten utnyttjas foljande samband.

d do? +dy2 +dz2' 1
T_\/I_W:m: (6.12)
v

dt d?
Med hjélp av omskrivningen i Ekvation (6.12) kan 4-hastigheten skrivas som
dzt  dt dat d
= ? = g F = 7& (ta z,y, Z) :7(17 Uz, Uy, UZ) = 7(17111)7 (6.13)
dér w dr den vanliga 3-dimensionella hastigheten.

En intressant egenskap hos 4-hastigheten i det momentana vilosystemet, ddr u1 = 0, &dr foljan-
de.

U*

6.6.1 — U* i det momentana vilosystemet.

Ut=~(1,u)=(1,0) = U?=1 (6.14)

I det andra steget utnyttjades att u = 0 = ~ = 1. I det momentana vilosystemet &r alltsa U* alltid
tidslik. Den fysikaliska tolkningen av att dess tidskoordinat dr positiv dr att man aldrig kan lata bli
att forflytta sig i tidens riktning.

Eftersom Lorentzprodukter ir Lorentzinvarianta si méaste U? = 1 i alla inertialsystem.

Den relativa hastigheten mellan tva partiklar med godtyckliga 4-hastigheter U och V kan tas fram
med ett liknande resonemang. Tdnk dig att vi har tva partiklar som ror sig med hastigheterna
u respektive v. Sig att vi befinner oss i den ena partikelns momentana vilosystem, den med 4-
hastighet U = (1,0,0,0), dér den andra partikeln har hastigheten vy relativt den forsta partikeln.
Den andra partikelns gammafaktor #r alltsd 7 (vge;) i den forsta partikelns vilosystem. Da blir
Lorentzprodukten mellan partiklarnas 4-hastigheter foljande.
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6.6.2 — Relativa hastigheten uttryckt med 4-hastigheter.

U“Vu = (17 (D) "Y(Urel) (1, Wrel) = 'Y(Urel) (6.15)

Precis som i fallet med U? = 1 maste UV, = 7 (vye1) gilla i alla inertialsystem.

4-accelerationen
4-accelerationen kan definieras analogt med hastigheten i féregaende avsnitt genom att derivera
hastigheten med avseende pa den invarianta egentiden 7.

Definition 6.7.1 — 4-acceleration. Lat 7 vara den invarianta egentiden. Da definieras 4-
acceleration enligt

AH ::ﬁ.
dr

Pa samma sétt som for 4-hastigheten utnyttjas nu Ekvation (6.12) for att ta fram ett uttryck for
4-accelerationen.

dU*  dtdU*  d L
A== = g (W = (8 duta) (6.16)

Hir dr a den vanliga 3-dimensionella accelerationen och  tidsderivatian av Lorentzfaktorn, som
kan forenklas enligt féljande.

~_i 1 B o
T N (1_u2)3/2

:73uu:73u'a (6.17)

(Den sista likheten f6ljer fran tidsderivatan av u? =u-1.)

Med hjilp av omskrivningen i Ekvation (6.17) kan vi skriva 4-accelerationen i Ekvation (6.16)
som

Ao

AF = o =~ (%, yu+ya) = (72111-&1, 72(u-a)u—|—a). (6.18)

Fran Ekvation (6.18) noterar vi att accelerationen i det momentana vilosystemet blir foljan-
de.

6.7.1 — A" i det momentana vilosystemet.

A* = (0, a)

Vi utnyttjade att i det momentana vilosystemet 11 = 0. Till skillnad fran U* kan A* bli 0 men endast
om a = 0.

Fran A* och U* i det momentana vilosystemet foljer ett annat intressant exempel. Om A#
och U* idr 4-hastighet respektive acceleration i for en partikel 1 dess momentana vilosystem blir
Lorentzprodukten mellan dessa foljande.

6.7.2 — Lorentzprodukt av acceleration och hastighet.

AMU,LL:/V(’% yu+va) -y (1, u) = (0, a)- (1, 0)=0 (6.19)

/f\terigen noterar vi att Lorentzinvariansen medfor att detta giller i alla inertialsystem.
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Egenaccelerationen
Vidare kan nu kvadraten av A* beriknas.

m Exempel 6.4 — Kvadraten av A#. Med 4-accelerationen A* fran Ekvation (6.18) erhalls

APA, =, yutya) -y (§, yu+ya)

( 2 — 7u+7a))

:72 <’yz 7 u-u+29yu- a—|—7 a- a))
272<72 l—u-u) 2*'y’yu-a—fyza'a>

= <v2(1—u — 25y a— a) (6.20)
= (72/72—27’%1 a—7"a )
:72(76(11 a)’ /[ 2773(m-a)2—72a2)

2< fu-a) - 294 (u-a)’ -7%a?)
=—"(u-a)’ -

Vi kan nu utnyttja vektoridentiteten (u x a)* = u2a? — (u-a)? for att skriva om det pa en annan

form, innehallande en kryssprodukt.

AFA, = 78 (u x a)2 —75u2a? —~*d?

— 15 (u x a)z —Aa? (1 +72u2>

u2
:76 (UXa)Z_,Y“az <1+1—u2> (6.21)
2 4 21_%4‘%

:76(1u><a) —va
=% (uxa)?—4%2
n

Om vi nu gér till det momentana vilosystemet (1 = 0 och v = 1) kan vi fran Ekvation (6.20) eller
(6.21) definiera egenaccelerationen.

I Definition 6.7.2 — Egenacceleration. Egenaccelerationen o definieras (i beloppet) enligt

o= —AFA,. (6.22)

Notera att minustecken beror pa att 1 =0 = A* = (0,a,,q,,qa,) = A*A, = —a?.

Vi kan ocksa visa att bada siitt att beskriva egenaccelerationen i Ekvation (6.20) och (6.21)
forenklas till bara en term om vi undersoker de fall da accelerationen och hastigheten &r parallella
(rétlinjig rorelse) eller om de &r ortogonala (cirkelrorelse). Fallen illustreras i Figur 6.2. For det
parallella fallet har vi alltsa 11 x & = 0 och for det ortogonala fallet har vi 1 - a = 0. Darmed erhalls
foljande anvindbara resultat.
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6.7.3 — Egenacceleration for cirkelrérelse respektive rdatlinjig rérelse.

Cirkelrorelse:
74a2+’y6 (m‘a)2 ={u-a=0} :74a2
Ratlinjig rorelse:

— a=+%a

a? = —A“A# _ (6.23)

Va2 -1 (uxa)’={uxa=0}=1%? — a=+

Egenaccelerationen skiljer sig alltsd med en Lorentzfaktor for cirkelrorelse och ritlinjig rorelse.
For cirkelrorelse giller o = y2a och for ritlinjig rorelse giller a = v3a.

Ortogonal rorelse: Raitlinjig rorelse:

Figur 6.2: Figuren illustrerar tva fall da accelerationen och hastigheten &r ortogonala
respektive parallella med varandra. Uttrycket for egenaccelerationen for de tva olika
fallen forenklas da till Ekvation (6.23).

4-vagvektorn

Den sista vektorn vi vill introducera &r den sa kallade 4-vdgvektorn, som beskriver rorelser hos
vagor i rumtiden istéllet for partiklar. Tdnk dig en uppsittning plan dir varje plan har en hel
vagliangds avstand mellan sig. Lat IV representera ett sadant plan, vilket alltsa motsvarar en av
vagens toppar. For en hel uppsittning plan blir det alltsa ett “vag-tag”, likt Figur 6.3, som alla
propagerar i samma riktning, ndmligen riktningen for planens normaler. Fran linjir algebra minns
vi planets ekvation, att alla punkter r som uppfyller r - n = d beskriver ett plan ortogonalt mot
normalen med avstand d fran origo.

z z

Figur 6.3: Till vinster i figuren beskrivs en uppsittning plan som indexeras med V.
Dessa motsvarar de olika vagtopparna hos en vag som alla har en vagldngdsavstand A
mellan sig. Till hoger illustreras en punkt r, vinkeln 6 och normalen n pa ett sadant
plan.
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Sdg nu att planen ror sig med en hastighet w i normalens riktning. Om planet borjar i origo kommer
den efter tiden ¢ att befinna sig pa ett avstand d = wt fran origo. Eftersom varje plan, som vi
indexerade med NV € 7, har en hel vaglingds avstand mellan sig kan vi beskriva avstandet som alla
plan har till origo enligt

d=wt+ N

Detta innebir att vi kan beskriva en punkt pa ett rorligt plan enligt
r-m—wt=NJ\,

eller for tva generell punkter pé tva olika plan

Ar-m — wAt = AN

1 1
- XA]I‘-m—XwAtEZ

1
— X(wAt—Ax-nl—Ay~n2—Az-n3> eZ.

Vi har nu alltsa lyckats beskriva vagens position i rummet. Precis som tidigare vill vi nu ge ett
manifest relativistiskt invariant uttryck genom att skapa en 4-vektor K, som uppfyller K, Az# € Z.
Vi definierar 4-vagvektorn enligt foljande.

Definition 6.8.1 — 4-vagvektor.

1 1
K=~ <w, n', n?, n3> =3 (w, n) = K, Azt eZ (6.24)

Notera att vi direkt fran Ekvation (6.24) kan visa att K, 4r en kovariant 4-vektor. Eftersom vi
vet att Az# &r en kontrainvariant 4-vektor och AN ir en skalir (invariant) innebér det att K,

maste vara just en kovariant 4-vektor.

Genom att bryta ut ett w fran alla komponenter i Ekvation (6.24) kan vi beskriva 4-vagvektorn i
termer av dess frekvens, istillet for dess hastighet, genom sambandet v = w/\ enligt

K,=v (1, n/w).

Tolkningen av 4-vagvektorn i rumtiden &r att den beskriver de hindelser som passerar den aktuella
vagtoppens yta.

Lorentzinvarians vid problemldsning

I Kapitel 6 har vi bland annat undersokt 4-vektorer och sett att de dr kraftfulla verktyg for att beskriva
kinematik eftersom Lorentzprodukten i Ekvation (6.10) dr Lorentzinvariant. Lorentzprodukten
antar alltsd samma virde i alla inertialsystem. Négra exempel pa detta dr Ekvation (6.14), (6.15),
(6.19) och (6.22). Vi kan ddarmed vilja det enklaste inertialsystemet, vilket oftast &r det momentana
vilosystemet, for att forsoka losa det aktuella problemet, vilket kan underlitta berdkningarna
avsevirt. Detta dr nagot som kommer att utnyttjas mycket i resterande delen av kompendiet och dr
vért att 1dgga pa minnet.
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6.10 Ovningsuppgifter

6.1 Indikera vilken, eller vilka, av foljande tensorekvationer som inte kan vara matematiskt
korrekta med avseende pa Lorentztransformationen.

(a) anXN =X,

(b) A =A.B,

(c) VP =196883

(d) vivr =0

(e) o' =4l

® V'uypUuan =YV

6.2 Lt oss enbart for denna uppgift betrakta ett rum med d dimensioner. Lat latinska versaler vara
index I,J,... € {1,...,d}. Hur manga oberoende komponenter har di en...

(@) ... (2,0)-tensor AT7?

(b) ... symmetrisk (2,0)-tensor B! (som uppfyller B!/ = B'1)?

(c) ... antisymmetrisk (2,0)-tensor C'/ (som uppfyller C7/ = —C/1)?

(d) ... fullstindigt antisymmetrisk (3,0)-tensor D'/5?

(e) ... fullstindigt antisymmetrisk (d,0)-tensor JORERRED
Tips: En fullstéindigt antisymmetrisk tensor byter tecken vid platsbyte av tva index. Forekommer
samma index tva ganger i en komponent #r dirfor den komponenten noll.
6.3 Betrakta 4-tensorn €7, fullstindigt antisymmetrisk som uppfyller €

(a) Visa att alla andra komponenter av €% kan hirledas utifran antisymmetri.

(b) Visa att €*%79 dr en invariant tensor under en Lorentztransformation A, det vill sdga

0123 _ |

6(1575 — G/QB’YJ.

Tips: detA = 1.

6.4 En generell 4-vektor kan anges med komponenter (v°, v!, v2, v3), dér vi antar att v
bara dr dimensionslosa tal. Ge exempel pa:

(a) Tva rumslika vektorer vars summa ir tidslik.

(b) Tva ljuslika vektorer vars summa ér tidslik.

(c) Tva tidslika vektorer vars summa ir tidslik.

(d) Tva rumslika vektorer vars summa #r rumslik.

(e) Tva Lorentz-ortogonala vektorer.
6.5 Vilka av dessa 4-vektorer pekar i framtidsljuskonen, datidsljuskonen, eller i presens?

(@ Vi=(1,2, -2,0)

b) V,=(-2,1, -2,0)

(©) Vz=(1,-2,1,0)

@ Vi+V;

(e V-V

® Vi+Va+V;

6.6 Lat U* vara en 4-hastighet, A" den associerade 4-accelerationen samt ¢ en skaldr sa att

0,123

dar = ¢pU". (6.25)
dr
Visa att Ekvation (6.25) ovan medfor att o = /¢, déir « dr egenaccelerationen.
6.7 Elektroner cirkulerade med en gammafaktor v = 2.0 - 10° vid LEP-acceleratorn, en cirkulir
partikelaccelerator fran slutet av 1900-talet med radie 4.3 km. Vad var deras egenacceleration?
6.8 En partikel ror sig i ett inertialsystem enligt x = C,t och y = Cy\/f , dir C och Cy ir
konstanter. Beriikna partikelns 4-hastighet och 4-acceleration utifran det. Bekrifta att U? = 1 och
A*U, = 0.






7.1

Vi far i det hir kapitlet 14ra oss om hur rorelsemdngd, energi och kraft, med hjilp av fyrdimensionell

notation, definieras inom den speciella relativitetsteorin och hur man applicerar dessa framst pa

partikelkollisioner. Dessa storheter dr nodvéandiga for att kunna formulera relativistisk dynamik.
Vi stiller tva krav pa de fysikaliska lagar som géller inom relativistisk dynamik.

1. De maste vara Lorentzinvarianta, d.v.s de maste gilla i oférandrad form i alla inertialsystem.
2. De reduceras till Newtons dynamik da ¢ — oo, eller, ekvivalent, alla kroppars hastigheter &r
mycket mindre &n c.

En lag som inte uppfyller det forsta kravet &r Newtons andra lag, F = ma. Newtons teori dr
Galileiinvariant, men inte Lorentzinvariant. Istillet for att forsoka hitta en direkt generalisering av
Newtons andra lag, 1onar det sig att generalisera en av lagens mest direkta foljdsatser, nimligen
konservering av rorelsemingd. Alla vet att konservering av den totala rorelsemingden i en isolerat
system f6ljer fran Newtons andra lag. Det som &r viktigt hir, och kanske mindre ként, &r att de tva
péstaende dr ekvivalenta och att man skulle kunna bygga Newtonsk mekanik utifran konservering
av rorelsemingden istéllet for Newtons andra lag.

Konservering av 4-rorelsemdéngd

Den fundamentala storheten vi utgar fran dr den relativistiska 4-rérelseméngden, definierad enligt
nedan.
Definition 7.1.1 — 4-rérelsemdngd.

p" =mU" =m~(1, u) = (mv, p) (7.1)

Eftersom U* dr en 4-vektor, om vi postulerar att massan m dr en skalir, foljer att p* ocksa
dr en 4-vektor. Notera i Ekvation (7.1) den relativistiska 3-rérelseméngden, definierad enligt
nedan.

Definition 7.1.2 — relativistisk 3-rérelseméngd.

P i=myu (7.2)
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Till skillnad fran i klassisk dynamik forekommer hér ocksa en «y-faktor i hogerledet. Med p kommer
vi alltid att mena det relativistiska uttrycket.

I klassisk dynamik géller att summan av rérelsemingden for alla partiklar som kommer in i
en kollision &r lika med summan av rorelseméngden for alla partiklar som kommer ut ur kolli-
sionen. Vi utgar nu fran att detta dven géller for 4-rérelsenmingden. Betrakta en kollision med &
ingdende partiklar och n utgdende partiklar. Om p!' ér 4-rorelseméngden och m; dr massan for
ingéende partikel 7 och qé-‘ ar 4-rorelsemingden och m; ar massan for utgaende partikel j giller
foljande.

7.1.1 — Konservering av 4-rérelseméngd.

k n
Yo=Y df (7.3)
i=1 j=1

Om vi later ¢ — oo séger Ekvation (7.3) att massan och den klassiska rorelseméngden &r bevarade,
vilket sjdlvklart giller inom klassisk dynamik. Alltsa uppfyller Ekvation (7.3) vart forsta krav pa
de lagar som giller inom relativistisk dynamik. Aven det andra kravet uppfylls, eftersom (7.3) har
samma uttryck i alla inertialsystem.

Ekvation (7.3) kan delas upp i tva olika konserveringslagar. Konservering av komponenten
n=0 ger

k n
/
Y mivi =Y mi, (7.4)
i=1 j=1
vilket i Kapitel 7.3 visar sig vara samma sak som konservering av energi. Konservering av p'->> ger

k
Y pi=) (1.5)

vilket dr konservering av relativistisk 3-rérelsemingd. Notera aterigen i Ekvation (7.2) att Lorentz-
faktorn dr inbakad i den relativistiska 3-rérelseméngden. Ekvation (7.4) och (7.5) uppfyller inte
kravet pa Lorentzinvarians sjdlva, men gor det tillsammans i Ekvation (7.3). Dock uppfyller de
kravet pa att reduceras till det klassiska fallet da ¢ — oc.

Den gamla notationen “relativistisk massa”

I dldre litteratur forekommer ofta begreppet relativistisk massa. Vi har tidigare kallat var massa for
m, som &dr oberoende av hastighet, alltsa en skaldr. Vid anvidndande av relativistisk massa brukar
denna hastighetsoberoende massa bendmnas som vilomassa. Den relativistiska massan definieras
da enligt f6ljande.

I Definition 7.2.1 — Relativistisk massa.
Myel = MY

Den relativistiska massan r alltsa vilomassan, det vi idag ser som den riktiga massan, mul-
tiplicerat med en gammafaktor. Da v — ¢ géller alltsa att my — 0o. Det &dr dérfor det i gammal
litteratur brukar sta att partiklar blir tyngre vid hoga hastigheter. Men vi kommer nu se att m-y har
en bittre tolkning.

I resten av kompendiet anvinds bara den “riktiga” hastighetsoberoende massan m.
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Energi

Enligt Ekvation (7.4) konserveras summan av my for de inkommande partiklarna vid en kollision.
Vi stéller oss nu fragan, vad dr den fysikaliska betydelsen av m-y for en partikel egentligen? En
Taylorutveckling i u ger

mvzm(ﬁ) :m<1+u22+0(u4)> :m+TNeWmn+(9(u4). (7.6)

Vi har hir identifierat den Newtonska rorelseenergin Tewton = mu? /2 i Taylorutveckling av mvy,
vilken &r oberoende av c. Utifran detta kan vi, precis som Einstein, dra slutsatsen att m~ har nagon
slags koppling till energi. Han identifierade helt enkelt m~y som energin E for en partikel med
massa m.

I Definition 7.3.1 — Energi for partikel.

E:=my (7.7)

Einstein postulerade alltsa 1905 att allt som har en massa ocksa har en inbyggd energi, dven nir
objektet dr i vila, u = 0 och v = 1, vilket medfér £ = m. Om vi aterinfor enheter ¢ far vi nu den
beromda ekvationen E = mc? som giller for en massiv partikel i vila.

Vi ser hir att Ekvation (7.7) gor att vi kan skriva Ekvation (7.1) som

P =m(y, yu) = (E,p). (7.8)

Notera att uttrycket p* = (F,p) géller 4ven for masslosa partiklar som fotonen sjilv och &r
ddrmed mer allmin dn p* = m (y, yu). Vi kan séiga att i den masslosa grinsen m — 0 men v — co
sa att m-y dr dndlig.

Utifran Ekvation (7.8) fas trivialt nedanstaende.

7.3.1 — Energi- och rérelsemdngdsrelationer.

P E
—

L o — (7.9)

u =

Ekvation (7.8) gor ocksa att vi istillet kan formulera konserveringslagen for = 0 i Ekvation (7.4)
som

k n
Y E=) E,. (7.10)
i=1 j=1

Hir dr E; energin for ingdende partikel ¢ vid kollisionen och E; energin for utgaende partikel ¢ vid
kollisionen.

Nir en partikel haller hastighet v = 0 &dr v = 1. Detta gor att partikelns viloenergi dr m, eller
med c insatt, det vilkinda uttrycket E = mc?. Energin som tillkommer fran att partikeln ir i rorelse
ar alltsa partikelns totala energi minus partikelns viloenergi. Den relativistiska rorelseenergin 7°
definieras da enligt foljande.

Definition 7.3.2 — Relativistisk rorelseenergi.
T:=E-m=m(y—1) (7.11)

Analogt med Taylorutvecklingen av my i Ekvation (7.6) ger en Taylorutveckling av 71" i Ekvation
(7.11)

sz(y—l)zm(ll_uz—l> :m<u22+(9<u4)> :TNewton+(9<u4).
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Vi ser hir att den relativistiska rorelseenergin 7" for en partikel med massa m &r den klassiska
rorelseenergin TNewton plus termer av ordning 4, vilka dr forsumbara vid 1aga hastigheter. Den
Newtonska rorelseenergin dr alltsd den forsta termen i en Taylorutveckling av den relativistiska
rorelseenergin.

Mass-skal-relationen

Fran Kapitel 6.5 vet vi att produkten av tva 4-vektorer dr Lorentzinvariant. Oavsett i vilket inertial-
system man kollar pa produkten &r resultatet detsamma.
4-rorelsemingden for en partikel i sitt momentana vilosystem &r

pI{/Lilo = (m7 07 Oa 0)7
detta eftersom partikeln har hastighet . = 0 i sitt vilosystem. 4-rorelseméngdens Lorentzkvadrat &r
Piito = Puilo Puiloy, = M. (7.12)

I ett annat godtyckligt inertialsystem 4r 4-rorelsemingden

P =(E, p)
och dess Lorentzkvadrat dr dar
p*=p'py=E*—p’. (7.13)

Hogerleden i Ekvation (7.12) och (7.13) maste vara lika med varandra pa grund av Lorentzproduk-
tens Lorentzinvarians. Alltsa giller foljande samband, kint som mass-skal-relationen.

7.4.1 — Mass-skal-relationen.

E* =p?+m? (7.14)

Elastiska kollisioner
Definition 7.5.1 — Elastisk kollision. En kollision &r elastisk om massan for varje partikel som
kommer in i kollisionen &r bevarad efter kollisionen.

Ett exempel pa elastisk kollision &r spridning av en elektron mot en proton e p — ep. Inom
partikelfysik &r ofta fallet att kollisionen inte &r elastisk. Partiklarnas antal, typ och deras

massor kan dndras om man kolliderar dem med tillrdckligt hdg energi.

Som ett enkelt forsta resultat, kan vi visa att den relativa hastigheten v, mellan tva partiklar ar
bevarad vid en elastisk kollision. Lat tvd partiklar med 4-rorelsemingd p)', respektive ph, och
massa m1, respektive my, halla hastigheten v, relativt varandra. Dess Lorentzprodukt p’f P2y r
Lorentzinvariant, vilket gor att vi kan kolla pa den i ett godtyckligt inertialsystem. I vilosystemet
for partikel 1 géller

Pt =(mi, 0, 0, 0), Py =may (vi2) = Bs. (7.15)

Utifrén (7.15) far p/'pay, = mimary(viz).
Lat nu partiklarna kollidera elastiskt. Enligt Ekvation (7.3), konservering av 4-rérelseméngd,
giller att

Pl Py = +d-
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Bada sidor kvadreras, vilket leder till

pﬁiplu + 2p?p2,u +p/§p2u = q'ilqm + ZQ{LQZ;L + QgQZu- (7.16)

Da kollisionen &r elastisk giller att p‘f Py = qf Qip = m% och p‘z‘ Doy = qg Qu = m%, samt q{‘ Qu =
mi mzfy(v’lz), dar v’12 ar den relativa hastigheten efter kollisionen.
Ekvation (7.16) kan da forenklas till

mimay (vi2) = mimay (vly) = viz = v),.

Alltsa ér den relativa hastigheten mellan partiklarna, v;, bevarad efter den elastiska kollisionen.

Inom klassisk dynamik géller att massan alltid &r bevarad och att den klassiska rorelseenergin
TNewton ar bevarad om kollisionen ir elastisk. Detta kan vid forsta anblick verka som en
motsigelse mot relativistisk dynamik, dir den totala energin alltid 4r bevarad och massan

ar bevarad om kollisionen ir elastisk. Men inom relativistisk dynamik &r det ekvivalent att
massan och den relativistiska rorelseenergin 7" dr bevarade, detta syns i Ekvation (7.11).

Masscentrums inertialsystem

For varje partikelsystem kan man hitta ett inertialsystem dér partiklarnas totala 3-rérelseméngd
dr noll. Vi kallar detta inertialsystem for masscentrums inertialsystem och definierar det enligt
foljande.

Definition 7.6.1 — Masscentrums inertialsystem. Masscentrums inertialsystem, Scy (for
“Center of Mass”), definieras for ett system av n partiklar som det inertialsystem som uppfyller

n
Pt = Y, Pi =0, (7.17)
i=1

ddr p; = m;7y (u;) w; dr den relativistiska 3-rorelseméngden for partikel i.

Masscentrums inertialsystem dr alltsa det inertialsystem dér masscentrum &r i vila. Detta inerti-
alsystem kallas ibland ocksa for noll-rirelsemdngds-systemet, eller pa engelska zero momentum
frame, eftersom den totala rérelseméngden &r noll.

Den vanligare definitionen av masscentrum dr i Newtonsk mekanik

2?21 r;m;

f:
n L
i—=1 "M

dir T ar ortsvektorn for masscentrum och r; dr ortsvektorn for partikeln med massa m;. Inom
speciell relativitetsteori &dr det dock bast att undvika den definitionen eftersom den leder till onodiga
komplikationer. Vi anvénder istéllet Definition 7.6.1, da det &r mycket enklare f6r andamalet. Notera
att Ekvation (7.17) bara beskriver hastigheten av det inertialsystem som vi kallar for masscentrums
inertialsystem, men inte anger var masscentrum ligger.

Nar man gor ett experiment dr “labbets” inertialsystem, Sy, oftast inte samma som Scy,
men man kan alltid forflytta sig till Scy genom att gora en “boost” med den hastighet som
masscentrum ror sig med relativt det inertialsystem man utgar fran. Genom att beteckna den totala
4-rorelsemingden for systemet i Syyp,

n
Plap = pr = (Elab, Plab) s
=1
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kan masscentrums hastighet 11, enligt Ekvation (7.9), skrivas

= Plab
Eiap

Det enklaste sittet att visa detta ér att vélja inertialsystem sé att pjap = (Prab, 0, 0) samt att Sy, och
Scwm dr i standardkonfiguration med varandra. “Boosten” som tar oss fran Sy till Scy dr da enligt
Lorentztransformationen, Ekvation (2.4), pa matrisform

v(w) =y (wu
—y(wu 7y (u)

Elab
Plab

Ecm
0

som leder till ©w = % om man betraktar den andra raden.

Relativistisk “biljard”

Problemet dir tva partiklar med samma massa kolliderar elastiskt kallas ibland for relativistisk
biljard. Vi kan se pa systemet i “labbets” inertialsystem, S,p. Dir skjuter vi en partikel mot en
likadan stillastaende partikel, till exempel kan det vara tva protoner som kolliderar. Det &r dock
enklare att borja med att se pa systemet i masscentrums inertialsystem, Scy, och sedan transformera
till labbets inertialsystem. I Figur 7.1 illustreras problemet i masscentrums inertialsystem.

rcm

Figur 7.1: Illustration av relativistisk biljard i masscentrums inertialsystem. Partikel
1 och 2 har innan kollisionen 4-rérelseméngderna p ‘cm Tespektive plzL,cM och ror sig
langs zcm-axeln. Efter kollisionen har partiklarna 4-rorelseméngderna qﬁ oM Tespektive
qg’ cm Och gor vinklarna ¢cy respektive Oy mot zom-axeln, dér ocksd ooy = m —Ocm.
Partiklarna &r innan kollisionen vita och efter kollisionen fargade. For enkelhetens
skull, antar vi att partiklarna har samma massa.

Partiklarna dr markerade som 1 respektive 2. Deras 4-rorelsemingder dr p’f’CM respektive
p’iCM innan kollisionen och qﬁ cm respektive qé" cm €fter kollisionen. Vinklarna som partiklarnas
4-rorelseméngder gor mot xep-axeln efter kollisionen dr markerade som 6y och wenm. Det giller
ocksa, eftersom p &r bevarad, att ocpm = 7 — Ocm.

Precis som i Newtons mekanik, det dr omgjligt att berdkna fcyy utan att veta mer detaljer om
kollisionen. I verkligheten, maste man anvianda kvantmekanik, diar Acy betraktas som en stokastisk
variabel som uppfyller en viss sannolikhetsdistribution. Vart mal &r inte att berdkna fcyy, men att
hitta ett samband mellan 6cy och vinklarna i labbet.

Axlarna i Figur 7.1 har valts sa att vi innan kollisionen kan skriva partiklarnas 4-rérelsemingder
som

P em = (Eem, pewm, 0, 0) respektive Py em = (Eem, —pem, 0, 0),

Ecm = \/ péM +m?

dar
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fran mass-skal-relationen i Ekvation (7.14) och m = m| = my betecknar partiklarnas massa.
Med lite trigonometri fas att partiklarnas 4-rérelseméngder efter kollisionen ges av

4t om = (Ecm, pemcos (gem) , —pemsin(vem), 0), (7.18)
och

@ cm = (Ecm, pemcos (fem), pemsin (fem) , 0) -
Detta eftersom de &r de enda 16sningarna som uppfyller

PremTPhem = 4 om + Bems

det vill siga att 4-rorelseméingden dr bevarad. Minustecknet i den tredje komponenten i Ekvation
(7.18), q% oM = —Pemsin(gem), kommer fran att ooy mits medurs istéllet for moturs.

I labbets inertialsystem ser det istédllet ut som i Figur 7.2 med liknande beteckningar som i Figur
7.1.

Llab

n
91 1ab ]

Figur 7.2: Relativistisk biljard i labbets inertialsystem. Innan kollisionen &r partikel 2
stilla medan partikel 1 ror sig lings 2j,»-axeln med 4-rorelseméngd p)' 1ap MOt partikel
2. Efter kollisionen har partiklarna 4-rérelsemingderna gy, respektive ¢4, och gér

vinklarna oy, respektive fja, mot xi,,-axeln. Aven hir dr partiklarna innan kollisionen
vita och efter kollisionen firgade.

Vi vill hitta sambandet mellan 0y, @12, OCh Ocm.

De tva systemen, Sjpp och Scy, dr i standardkonfiguration med varandra och Scy 16r sig
med hastigheten u = pcm/ Ecom relativt Siap. Fran Ekvation (7.9) erhlls att Lorentzfaktorn &r v =
Ecym/m. Detta gor att 4-rorelsemingderna i labbets inertialsystem kan uttryckas som den inversa
Lorentztransformationen, Ekvation (2.5), av 4-rorelseméngderna i masscentrums inertialsystem.
For t- och x-komponenterna av p’zﬂlab kan vi dérfor skriva

_ [7 (w) (ECM—upcm] _ H

v (u) (uEcm — pem) 0

Ecwm
—PcMm

v(w) v (wu
Y(wu oy (u)

medan vi for ¢- och z-komponenterna av pj',,, kan skriva

[w(u) 7 (u)u

Ecm

y(wu @) | |pem v (u) (wEcm + pem) 27 (u) pem

_ [’Y (u) (Ecm +upem)

_ [27 () Eom - m] |

Vi kan gora pd samma sitt for ¢}’ ,,, . For « komponenten far vi

7 (u) (uEcm + pemcos (eem)) = 7 (w) pem (1 +cos (eem)) =7 (w) pem (1 — cos (Bem)) -

Detta inser vi dr lika med pj jap c0s (@1ab ), vilket gor att vi far

P1,1ab COS (Qplab) =7 (u) pPcm (1 — COS (QCM)) . (7.19)
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For y-komponenten, q% lab> erhalls

P1,1ab 8iN (@1ab) = pem sin (@em) = pemsin (fem) - (7.20)

Genom att dividera Ekvation (7.20) med Ekvation (7.19) erhalls uttrycket

sin (QCM)
tan (ppap) = . (7.21)
(1an) v (u) (1 —cos(QCM))
Genom att gora pa samma sitt for qi 1ab Kan vi for z-komponenten skriva
P2,1ab €08 (B1an) =¥ (u) pem (1+cos (Bem)) (7.22)
och for y-komponenten skriva
P2,1ab 8in (B1ap) = pemsin (Oewm) - (7.23)
Nir Ekvation (7.23) divideras med Ekvation (7.22) erhélls
sin (GCM)
tan (91 b) = . (7.24)
‘ v (u) (1+cos (GCM))
Om man sedan multiplicerar Ekvation (7.21) med Ekvation (7.24) erhalls
in (6 in (0 1
tan (ﬁplab) tan (leb) = il ( CM) S ( CM) = < 1. (7.25)

v (u) (1 —cos (HCM)) v (u) (1 +cos (HCM)) N y(u)z

Ekvation (7.21), (7.24) och (7.25) ér de forhallanden mellan 64, @1ap 0ch Ocp Vi sOkte.

Observera att Ekvation (7.25) visar en avvikelse fran Newtonsk dynamik. I Newtonsk dynamik
giller att ppap + O1ap = /2, det vill séiga att partiklarna i labbets inertialsystem efter kollision dker
ivdg i riktningar som #r ortogonala mot varandra. Detta ger tan (¢, ) tan (6),) = 1, vilket alltsa
avviker fran Ekvation (7.25). Vi kan ocksa se att om u — c¢, giller att y (u) — oo, vilket medfor att
bade tan (o) och tan (0},) — 0.

Partikelsonderfall

Ett annat enkelt problem som kan l16sas genom att anvinda att 4-rorelsemingden dr bevarad dr
partikelsonderfall, det vill séiga nir instabila partiklar spontant sonderfaller till flera andra partiklar.
Hir betraktar vi problemet dér en partikel med massa M ér i vila och sonderfaller till tva partiklar,
1 och 2, med massor m; respektive m,, som i Figur 7.3.

Exempel pa nir en partikel sonderfaller till tva andra partiklar 4r alfasonderfall och gammason-
derfall. Det finns ocksd méanga exempel inom partikelfysik, till exempel da en kaon sonderfaller till
tva pioner, K+ — 77 4 70,

I
P Y
& O S
my M mi

Figur 7.3: En partikel med massa M ér i vila och sonderfaller till tva nya partiklar, 1
och 2 (ifyllda), med massor m respektive m.. pﬁ\} betecknar 4-rorelsemidngden for par-
tikeln med massa M innan sonderfall, medan ¢} respektive g’ dr 4-rorelsemingderna
for de nya partiklarna 1 och 2 efter sonderfall.
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I Figur 7.3 betecknas 4-rérelseméngden for partikeln med massa M innan sonderfallet med p'y,
medan 4-rorelsemidngderna for partikel 1 och 2 efter sonderfallet betecknas med ¢}’ respektive g5
Vi viljer att betrakta vilosystemet for partikeln med massa M, dér géller att

phy=(M,0,0,0). (7.26)
Partikel 1 har 3-rorelseméngdsbelopp p efter att den har skapats. Axlarna viljs sa att partikel 1 efter
sonderfall ror sig i positiv riktning lings z-axeln. Detta gor att partikel 2 ror sig 1 negativ riktning

lings x-axeln med samma 3-rorelseméngdsbelopp som partikel 1, pa grund av att 3-rérelsemingden
ar bevarad. Deras 4-rorelseméngder kan vi skriva som

¢ = (E1, p, 0, 0) och ¢ = (Ey, —p, 0, 0). (7.27)
Vi har fran mass-skal-relationen, Ekvation (7.14), att

Ey=\/p*+m?, och Ey =\/p*+m}

och onskar nu att bestimma p. For att gora det anvénder vi att 4-rorelseméngden &r bevarad, vilket
gor att vi kan skriva p’fw = qf + q’; , det vill siga

(Ma 07 07 0) = (E17 b, Oa 0)+(E27 —-D, 07 0)

De forsta komponenterna ger oss ekvationen

M=FE\+E,= \/p2+m% +\/p2+m§,

fran vilken vi kan 16sa ut p och fa uttrycket

1

VM3 md = 20M2m3 — 202 - 2mim3
2M '

p:

Nir vi vet partiklarnas massor vet vi dirfor ocksa p, | och E> och genom Ekvation (7.26) och
(7.27) dr darmed partiklarnas 4-rérelsemingder bestimda.

Detsamma giller dock inte om partikeln med massa M skulle sonderfalla till tre eller fler
partiklar. I fallet da en partikel sonderfaller till tre partiklar kan vi fran rorelseméngdsbevarande
konstatera att processen sker i ett plan, men vi kan inte bestimma de nya partiklarnas rorelsemingder
enbart utgaende fran att deras massor ér kiinda. Ett exempel pa ett sadant sonderfall ir betasonderfall,
eller inom partikelfysik nir en eta-meson sonderfaller till tre olika pioner, n — 7+ + 70+ 7.

Troskelenergi

Om tva partiklar kolliderar med tillrdcklig energi kan nya partiklar skapas i kollisionen. Man kan
tdnka att vi i labbets inertialsystem skjuter en partikel A, med massa m 4 och 4-rorelsemingd p/y,
pé en partikel B i vila, med massa m g 4-rorelsemingd p’fg. Da skapas n stycken partiklar, 1, 2, ...,
n med massor myp, my, ..., My, (dir mg +mp < m; +mo+ ... +my), och 4-rérelseméngder qf,
@y, ... qh. Troskelenergin r da den minsta energi som partikel A maste ha for att de nya partiklarna
ska kunna skapas i kollisionen. Detta &r illustrerat i Figur 7.4.
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Figur 7.4: Partikel A kolliderar med partikel B, som ér i vila i labbets inertialsystem.

Kollisionen skapar de nya partiklarna 1, 2, ..., n. For att de nya partiklarna ska
kunna skapas i kollisionen maste partikel A ha en energi som #r minst lika stor som
troskelenergin.

For att hitta troskelenergin kan vi borja, som vanligt, med vetskapen att 4-rorelseméngden ar
bevarad, sa vi skriver

n
Patrp =3 d"
i=1
Vi kan nu skriva Lorentzprodukten

s=(pa+ps)’ = (05 +1%) (Pau+pBy)

vilken i masscentrums inertialsystem ir lika med den totala energin i kvadrat eftersom det, enligt
Definition 7.6.1, i masscentrums inertialsystem géller att

ph+ps=(Ea+Ep, p—p)=(Ea+Ep, 0),
vilket medfor att
s=(Ea+Ep)* =E2 cu- (7.28)

Eftersom 4-rorelseméngden dr bevarad kan vi for de utgaende partiklarna ocksa skriva

2
n n n n n
o (qu‘> =Y (@) + Y 2d0 a0 =Y, mi+ Y 2mimyy (uy),
=1

i=1 i<j i=1 i<j

dér u;; dr den relativa hastigheten mellan partikel ¢ och j. Vi inser att det minsta virdet erhdlls nir
7 (u;) =1 for alla 4, j, vilket innebir att alla partiklar dr i vila relativt varandra. Vi fér att

2
s> Z mf + Z 2mym; = (Z ml) . (7.29)
i=1

i<j i=1
Sitts Ekvation (7.29) in i Ekvation (7.28) erhalls att

n

Evor,cm = Z my.
i=1
Detta giller i masscentrums inertialsystem, men i alla andra inertialsystem kridvs mer energi
eftersom att vi dir “flyttar” pa masscentrums inertialsystem.
Eftersom Lorentzprodukten, s, dr Lorentzinvariant kan vi ocksa uttrycka den i labbets inerti-
alsystem, dir partikel A kolliderar med partikel B i vila och skapar partiklarna . Vi kan uttrycka
4-rorelseméngderna for partikel A och B som

Py = (Eiab, Piab, 0, 0) respektive P =(mp, 0,0,0).
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Mass-skal-relationen i Ekvation (7.14) ger att Elzab = plzab + mix, vi kan didrmed skriva Lorentzpro-
dukten, s, som

s=(pa+pp)°
= (Eub +mBp, P, 0, 0)?
= (Bub+mp)* —p?
( 21ab B)” — Diab o (7:30)
= Elab +2Emp + mpB — Plab
= plzab + mi +2E.,mpB + sz — plzab

= m124 +2E.ompB + sz

Genom att nu sitta in Ekvation (7.30) i Ekvation (7.29) erhalls foljande sambandet.

7.9.1 — Tréskelenergin.

(Z?:l mi)2 - mi‘ - sz

Elab > Etrtiskel = m
B

(7.31)

Likhet ger den minsta energi som partikel A maste ha nér den kolliderar med partikel B for att
kunna skapa partiklarna ¢ i vila relativt varandra, alltsd troskelenergin. Ofta anvinds ockséa den
kinetiska troskelenergin, som enligt Ekvation (7.11) blir Tisskel = Froskel — M A-

= Exempel 7.1 — p+p — p+p+7°. Ett exempel pa en process dir tva partiklar kolliderar och
ytterligare partiklar skapas dr nir tva protoner, p, kolliderar och det férutom de tva protonerna
ocksé skapas en pion, 7°. Vi betecknar respektive protons massa med M, pionens massa med m
och kan med Ekvation (7.31) skriva

(M + M +m)* — M2 — M? m2
E> =M+2m+—
z M + m+2M

for den energi som den ena protonen maste ha i labbets inertialsystem, dér den andra protonen 4r i
vila, for att processen ska kunna ske. For protonens kinetiska energi kan vi enligt Ekvation (7.11)
skriva

m2

T'=E-M2>2 .
Z m+2M

Mandelstamvariabler

Mandelstamvariablerna, dopta efter Stanley Mandelstam (1928-2016), dr variabler som anvands
vid allménna spridningsprocesser dir tva partiklar, A och B, kommer in och tva partiklar, C och D,
kommer ut. Vi betecknar alla partiklar som ingaende, illustrerat i Figur 7.5. (I en fysikalisk process
som A B till C D ska man da byta tecken pa p, och p/}).)
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A, py C, pf,

B, py D, pf,

Figur 7.5: En allmin spridningsprocess mellan tva partiklar. Hér betecknas alla partik-
lar som ingdende och deras 4-rorelseméngder dr betecknade med p'y, p'y, pl, respektive

Ph-

Vi betecknar partiklarnas 4-rérelsemingder med ply, p5, pf, respektive p, och kan allmént
skriva dem som

Pa=(Ea, pa), pPg=(Ep, pB), pe=(Ec, pc) respektive pj=(Ep, pp).
Vi vet ocksa angaende 4-rorelseméngdernas Lorentzkvadrater att

2 2 2 2 2 2 2 2
Pa=my, pPp =mp, bc =m¢ och Pp =mp,

dédr m 4, mp, mo och mp betecknar partiklarnas respektive massor. Dessutom har vi fran bevarande
av 4-rorelsemingden, med alla partiklar ingdende som i Figur 7.5, att

'+ ol +ph=0.

Detta gor att vi exempelvis kan uttrycka pp i de andra 4-rorelseméngderna som p/, = —p'y — p'p —
pe-

Fragan #r nu vilka icke konstanta skaldrer som kan bildas utgaende fran dessa 4-roérelseméingder.
Man kan bygga foljande tre variabler.

Definition 7.10.1 — Mandelstamvariablerna.

s:=(pa+pp)’ =m% +mh+20" B,
t:=(pa+pc)? =mi+mi+2phpcy

w:=(pa+pp)’ =mi +m} +2pppp

Det kan visas, vilket ska goras i Ovningsuppgift 7.18, att s +t 4+u = mi + m2B + mzc + m%). D.vs.
bara tva av dessa variabler &dr oberoende och kan anvéndas for att ge en fullstinding beskrivning av
relativistiska 2 — 2 processer.

Comptoneffekien

En bekriftelse av Einsteins idé om att fotoner beter sig som biljardbollar med energi hv och
3-rorelseméngd hv gavs 1922 av ett kédnt experiment av Arthur Compton. Fenomenet kallas for
Comptoneffekten. Experimentet dr enkelt och gar ut pa att man later en foton kollidera med en
elektron i vila, v+ e~ — v+ e~ . Fotonen kommer da att forlora energi och studsa ivég at ett annat
hall.
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M
qe-

Figur 7.6: En visualisering av hur partiklarna ror sig i Comptons experiment, v och
pl @r fotonens frekvens respektive 4-rorelseméngd innan kollisionen. v’ och qk ar
fotonens frekvens respektive 4-rorelsemingd efter kollisionen. p‘e‘, ar elektronens 4-
rorelseméngd fore kollisionen och qg, ar elektronens 4-rorelsemingd efter kollisionen.

Tink dig en situation som i Figur 7.6 dir en foton ror sig med en frekvens v mot en elektron som dr
i vila. Innan kollisionen har fotonen 4-roérelseméngd (kom ihdg ¢ = 1 Gverallt).

ph=hv(1,1,0,0)
och elektronen 4-rorelsemingd
pg, - (me*7 07 07 0)7

dér h &r plancks konstant och m, - &r elektronens massa. Nir kollisionen har skett aker fotonen
iviig med en vinkel 6 mot sin tidigare hastighetsriktning med en ny frekvens »/. Elektronen har efter
kollisionen 4-rérelsemingd qg ~, som vi inte behdver explicit i detta experiment. Rorelseméngden
for fotonen efter kollisionen &r

¢i =hv' (1, cos (), sin(6), 0),
vilket ger att Lorentzkvadraterna for fotonens 4-roérelsemingd fore respektive efter kollisionen dr

Lorentzkvadraten av en fotons 4-rorelseméngd é&r alltid lika med O.

Genom att kolla pa elektronen i sitt vilosystem fore respektive efter kollisionen erhalls att
P =q =mi. (7.33)
Rorelsemingdens bevarande ger oss foljande.
ph+pl =ai+q
= Phtr- =4
Vi kvadrerar nu bade sidor och sitter in Ekvation (7.32) och (7.33) i Ekvation (7.34) enligt

(7.34)

pg/ P+ q% +2P4Pe- = 20} Gy — 295 4y = g-
= 0+@%{+0+2hum67 —2hv'm,.- —2h*v)/ (1—cos(9)) = %{
0
= m,- (v—1') = vt/ (1 —cos(0)) = 2hvv/sin’ <2> :

eller med vaglinderna A =1/v och ' =1/1/
2h 0

N == "—sin’ (> :

m, 2

vilket &r ett resultat som stimmer vil dverens med experiment.
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Den relativistiska raketekvationen

Nedan foljer en vilkédnd klassisk berdkning och dess relativistiska generalisering. Vi stéller oss
fragan om hur mycket brénsle en raket ska ta med sig for att kunna accelerera fran hastigheten vgge
till vefrer. Vi forsummar brinsle som krivs for att limna planetens gravitationsfiltet, d.v.s. betraktar
situationen dir raketen redan befinner sig i rymden.

Det klassiska fallet

I klassisk dynamik kan den maximala hastigheten i vakuum som en raket kan komma upp i
bestimmas med hjilp av Tsiolkovskys raketekvation, som hirleds pa foljande vis.

Fore: dML Efter:

M — v H—)v—u M+dM >— v+dv

Figur 7.7: En schematisk bild av raketen och dess brénsle vid olika tidpunkter, till
vénster har vi en raket med massan M och hastigheten v. Till hoger har vi samma raket
en infinitesimal tid d¢ senare, med hastighet v + dv och massan M + dM samt en bit
raketbrinsle med massan dM' och hastigheten v — w.

Tiank dig en raket som ror sig i en dimension och som slédpper ut sitt brinsle med hastigheten u
relativt raketen. Vid en viss tid har raketen hastigheten v relativt sitt initiala vilosystem och massan
M. En infinitesimal tid d¢ senare har raketen hastighet v 4+ dv och massan M + dM, observera
att dM < 0. Det brinsle som &r forbrukat har da hastigheten —u relativt raketen och massan
dM' = —dM". Det erhills di ur klassisk kinematik att brinslet haller hastigheten v — u relativt
raketens initiala vilosystem. Klassiskt rorelsemingdsbevarande ger da att

MU =(M+dM) (v+dv) +dM' (v —u) = M0 + 2dd + M dv+dvdM — v +udM
= Mdv+dvdM +udM = 0.

Termen dvdM stryks, da &r det av andra ordning i variation, vilket leder till att

aM
dv = —ur.
UE Ty

Integrering fran en godtycklig startpunkt till en godtycklig slutpunkt ger

M
Vefter — Vfsre = wIn <Me(f):r> . (7.35)

Det relativistiska fallet

Den relativistiska generaliseringen av Ekvation (7.35), som kan vara intressant om hastigheterna
ar tillrdckligt stora, kan vi komma fram till genom att resonera pa liknande sitt. Vi anvinder
att den relativistiska 4-rorelsemingden dr bevarad, vilket kan delas upp i att den relativistiska
3-rorelsemédngden och energin 4r bevarad enligt Ekvation (7.5) och (7.10)

3-rorelseméngden for raketen relativt dess initiala vilosystem dr forst M vy (v). Efter att brénsle
med massa dM’ sldpps ut har raketen 3-rorelsemingd (M +dM) (v + dv) v (v + dv). Det utsldppta
brinslet haller hastigheten —u relativt raketen. Brénslets hastighet relativt raketens initiala vilo-

system &r dd ;= enligt Ekvation (4.2), vilket givetvis skiljer sig fran klassisk kinematik. Den

'Denna likhet kommer inte att gilla i den relativistiska hirledningen.
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relativistiska 3-rorelsemingdens bevarande ger da att

,V—u v—u
Muvy (v) = (M+dM) (v+dv)y (v+dv) +dM . (1 —uv>' (7.36)

Notera att dM # —dM’ i allméinhet hir.
Vi anvénder energibevarande, som vi inte kunde anvénda i den klassiska hirledningen da
explosionerna 6kade den Newtonska energin i systemet. Relativistisk energibevarande ger att

M~y (v) = (M +dM)~ (v +dv) +dM'y <1“__7Z}> . (1.37)

Lorentzfaktorerna i Ekvation (7.36) och (7.37) kan forenklas enligt

dy (v)
dv

y(w+dv) =~v(v)+ dv =~ (v) + vy (v)dv

och

1—uv

(v—u)_ 1 B 1 —uw
! I —uv \/1 (Uu)zw \/1—M+u2v2—v2—u2+2&16'
1 —uv 1 —uv
= L = , = (1 —wuv U v).
\/1+U2’U2—Uz—u2 \/1_u2\/1_1}2 ( )’Y( )'Y( )

Vi stryker nu alla termer i Ekvation (7.36) och (7.37) dér infinitesimaler multipliceras med varandra.
Da forenklas Ekvation (7.36) till

Muor(oT = Murto] + vy (0) dM + Moy (0) do -+ Mo () dv
+(v—u)y(v)y(u)dM’ (7.38)
— vdM + M~* (v)dv+ (v —u)vy (u)dM' =0
och Ekvation (7.37) till
MoAo) = MArAv) + (v)dM + Moy (v) do + (1 —uv) 5y (v) y (u) dM’
— dM + Mvy?* (v)dv+ (1 —uw)y (u)dM’' =0,

(7.39)

ddr y(v) stryks i varje term i bade Ekvation (7.38) och (7.39). Om vi sedan multiplicerar Ekvation
(7.38) med (1 —wuwv) och Ekvation (7.39) med (u—v) for att sedan addera ekvationerna med
varandra erhalls

(1) (004 M )+ (0= )7 () 0A) +

+ (u—w) <dM—i—Mv’y2 (v)dv+(1 —uv)*y(u)d]\f) =0 (7.40)
U dM
== dM +Mdv=0 = ~*(v)dv = —u—r-.
7 (v) ) M
Integrering av vinsterledet i Ekvation (7.40) ger att
Vefter o 1 [ efter 1 1 1 1 + Vefter 1— Vfsre >
/Ufbrc 1—22 2 Ufsre < I+wv 1— U) 2 < 1 — Vetter 14 Vtore ( )
och integrering av hogerledet i Ekvation (7.40) ger att
Mefier dM Mfﬁre
—u = —uln ) (7.42)
/ Misre M M, efter

Likhet mellan Ekvation (7.41) och (7.42) ger att

Msre _ < 1 + Vefier ) 1 Ufbre) 1/(2u)
Megeer I — Vefier 1+ Vgsre '
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4-kraften

Hittills har vi klarat oss bra utan att anvinda kraftbegreppet, faktum &r att krafter inte &r lika viktiga,
varken hir eller inom kvantmekanik, som i klassisk fysik. Det finns dock fortfarande omraden
dar kraftbegreppet kan vara bra att ha, ett exempel pa ett sadant omrade dr elektromagnetism, dér
Lorentzkraften &r viktig. Med detta sagt definieras 4-kraften enligt foljande.

Definition 7.13.1 — 4-kraft.

~dr

Detta &r en lamplig definition eftersom den dr Lorentz kovariant och dess rumskomponenter
reduceras till F = ma da ¢ — oo. Vi kan skriva

d , dtd dE dp
) T ey R Y (e
i " aalf v 7<dt’ dt)

och definiera den relativistiska 3-kraften enligt f6ljande.
Definition 7.13.2 — 3-kraft.

d d
Frer := (%: = &("WU)

(7.43)

d
Vi vill fokusera pa massbevarande krafter, det vill sdga de krafter som uppfyller d—m =0.Da
T
giller att

P di o= mar + S an (7.44)
T T

Ekvation (6.19) ger att
FrU, =mA*U, =0

for en massbevarande kraft. Det giller allmént att

FrU, =~ (Cﬁ, ?;) (1) =y (sz, Fre1> (1 w) =97 <(§—Frel-v> :
dérfor giller for en massbevarande kraft att

dE

dt
Insittning av Ekvation (7.45) i Ekvation (7.43) ger att

= e - u. (7.45)

Ft = v (IFrel -, IE‘rel) . (7.46)

(7.46) visar att den komponenten ;. = 0 4r beroende av de andra, och innehaller darfor ingen ny
information, f&r en massbevarande kraft.

Ovningsuppgifter

7.1 Protoner som anvénds i medicinskt syfte har hastigheten 0.6¢c. Hur mycket energi, i Joule,
maste anvindas for att accelerera 10° sddana protoner fran vila? En protons massa ir 938 MeV.

7.2 Hur snabbt maste en proton rora sig for att dess kinetiska energi ska motsvara tio ganger dess
viloenergi?
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7.3 Neutriner med energi F ~ 20 MeV fran supernovan SN1987A, som ligger 168000 ly (ljusar)
fran jorden, detekterades tva timmar efter att stjirnans ljus nddde Jorden.? Berikna en 6vre grins
for en neutrinos massa.

7.4 En fri partikel utan spinn, med rorelseméngd p beskrivs i kvantmekanik med hjélp av en
vagfunktion ¢ (x,t) = exp (i (p-x — Et) /h).

(a) Visa att den ickerelativistiska fria Schrodingerekvationen

h? 0
V) =ik —
2m v=t 3tw
ar uppfylld om E = p?/ (2m).
(b) Med samma 1), visa att det relativistiska sambandet E> = p’c? +m?2c* istillet uppfyller
Klein-Gordon-ekvationen

82
_R22v2 204 = 129 .
VoYY +msc'y 9 P
(C) Visa att man i enheter ¢ = i = 1 kan skriva Klein-Gordon-ekvationen som
(00" +m?) v =o0.

7.5 Betrakta en elastisk kollision mellan en “kula” med massa M och ett stationdrt “mal” med
massa m. Bevisa att kulans energi efter kollisionen inte kan dverstiga ett visst viarde och hitta det
virdet.

7.6 Betrakta en elastisk kollision av en pion med total energi 100 GeV och en proton i vila.

(a) Vad ér y-faktorn for pionen fore kollisionen?

(b) Vad édr den maximala y-faktorn pionen kan ha efter kollisionen?

Protonens massa: M = 0.938 GeV, pionens massa: m = 0.140 GeV.

7.7 Tva fotoner med samma frekvens v firdas i ett inertialsystem S, den ena ldngs den positiva
x-axeln och den andra lings den positiva y-axeln. Bestdm hastigheten for masscentrum.

7.8 Den subatomaira partikeln A, med massa 1116.0 MeV, sonderfaller i vila till en proton, med
massa 938.0 MeV, och en pion, med massa 140.0 MeV.

(a) Bestim energierna for den utgaende protonen och pionen.

(b) Bestim dven hastigheterna (i enheter av ¢) fér den utgaende protonen och pionen.

7.9 En laddad pion 7", med massa 140 MeV, sonderfaller till en myon p*, med massa 105
MeV, och en neutrino v med forsumbar massa. Processen dr: 7" — ™ + v. Bestim energierna for
myonen och neutrinon i pionens vilosystem.

7.10 Berikna den maximala kinetiska energin en elektron kan ha nér den skapas fran att en
kaon sonderfaller i vila: K~ — e~ 4 70 + . Jamfor svaret med motsvarande process for en myon
u~ — e~ +v+ . Betrakta neutrino v och antineutrino 7 som massldsa.

me- = 0.511 MeV, mg- =498 MeV, m,,— = 105 MeV, m o = 135 MeV.

7.11 Betrakta reaktionen 7~ +p — K9 +X°, dir en pion 7~ triffar en proton p i vila och
producerar en kaon K° och en X° baryon. Vad dr den minsta totala och kinetiska energin som
pionen maste ha i protonens vilosystem for att denna reaktion ska vara mojlig?

Massorna ér i enheter av MeV, m - = 140, m;, = 938, m o = 498, myo = 1193.

7.12 En Higgsboson sonderfaller i vila till tva fotoner. En av fotonerna har relativistisk 3-
rorelsemingd p = (31.25,54.13,0) GeV.

(a) Vad ér den fotonens 4-rorelseméngd?

(b) Vad ér 4-rorelsemingden for den andra fotonen?

2Tidsskillnad pa ett par timmar kan foérklaras med astrofysikaliska processer inom supernovor och kan bara tas som
en Ovre grans till skillnaden i neutriners och ljusets féardtid.
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(c) Berikna massan for Higgsbosonen i enheter av GeV med hjilp av dessa data.

7.13 Berikna troskelenergin som krivs for att skapa en antiproton 7 genom att strala protoner pa
viteatomer i vila. Processen dar p+p — p+p+p+p.

Jamfor svaret med troskelenergin som kridvs om man anvénder positroner e istillet. Processen
arddet +e” — p+p.
mp =mz = 938 MeV. me+ = m.- = 0.511 MeV.

7.14 Varat Universum ar fyllt med fotoner fran den kosmiska stralning (CMBR) med energi
Ecyvpr ~ kpT, diar T'=2.72 K. Vad &r den hogsta energi en foton som firdas genom kosmos
kan ha, utan att skapa ett elektron-positron-par vid kollision med en CMBR-foton? Processen dr
y+y—set4e.

Me+ = m— = 0.511 MeV.

7.15 En pion, med massa m, = 140 MeV, som triffar en proton i vila, med massa m,, = 938 MeV,
kan ge upphov till en kaon, med massa mx = 498 MeV, och en Lambda-partikel, med massa
mp = 1116 MeV. Processen dr m +p — K + A. Vad &r den minsta kinetisk energi som pionen
maste ha for att processen ska kunna ske? Den kinetiska energin ar T, = F, — m,, dir E, ar
pionens totala energi.

7.16 En positron et med kinetisk energi T forintas i en kollision med en elektron e~ i vila. Ur
kollisionen skapas tva fotoner et + e~ — v+ . Fotonerna har samma energi och samma vinkel
fast spegelvint relativt den ursprungliga positronens riktning. Bestim fotonernas energi och vinkel.

Me+ = M- = 0.511 MeV.

7.17 Vad dr den minsta energi (troskelenergi) som en foton y maste ha, sa att ndar den kolliderar
med en proton p i vila ger upphov till ett slutligt tillstind bestdende av en proton och en neutral
pion 7°: v +p — 70 4 p? Detta kallas Primakoff-effekten.

(a) Uttryck fotonenergin i MeV. Protonens massa dr 938 MeV och pionens massa dr 135 MeV.
(b) For en fotonenergi strax dver troskeln, hur ror sig den slutliga protonen och pionen i férhal-
lande till varandra?

7.18 1 spridningsprocessen A+ B — C'+ D med 4-rorelsemingd p'y, p'y, pf och pl, definierar
man tre Lorentzinvarianter kallade Mandelstamvariabler:

s=(pa+pB)*. t=(pa—pc), u=(pa—pp)*.

(OBS: Hiér byter vi tecken for pp, pc jimfort med definitionen i texten for att anpassa oss till den
specifika processen A+ B — C'+ D dir C, D betraktas som utgaende, d.v.s. po+pp = pc+pp.)
Visaatt s >0ochatt s+t+u = m124 +mZB +mé+m%. Visa ocksd att m4 = mp = mc =mp
medfor att t,u < 0.

7.19 Ett rymdskepp drivs genom att sinda ut fotoner i motsatt riktning mot dess rorelse. Det borjar
i vila och slutar med en hastighet v = 1.2 - 103 m/s. Bestim forhallandet mellan den ursprungliga
och slutliga massan.

7.20 Vi vill designa en laserdriven raket som efter att ha accelererat fran vila till maxhastighet
behéller minst hilften av sin ursprungliga massa. Vad dr den maximala hastigheten raketen kan na?

7.21 Lat w = 27v vara vinkelfrekvensen, k = 27 /) vara vagtalet av de Broglie-vagen och
I = h/(mc) vara Comptonvéglingden associerad med en partikel med massa m som ror sig med
hastighet u. (Vi aterinfor ¢ for tillfdllet.)

(a) Visa f6ljande identitet

w? — 2k = 2nmc? /h)? = (2mc/1)?.
(b) Visa sedan att grupphastigheten &r

o _
ok

u.
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7.22 En kosmisk proton, med E, ~ 10'! GeV kolliderar med en foton fran den kosmiska bak-
grundsstrdlningen med energi E, ~ 1073 eV. Visa att kollisionen skapar en foton med energi
E. ~ 10" eV. (Detta kallas for invers Comptoneffekt. For enkelhetens skull tinker vi oss en
endimensionell rorelse.)
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omagnetism

Den speciella relativitetsteorin spelar en viktig roll inom den moderna beskrivningen av klassisk
elektromagnetism och motiverar bland annat en kompakt formulering av elektromagnetismens lagar,
nidmligen manifest Lorentzinvariant tensorform, ibland dven kallat kovariant formalism. Kapitlet
inleds med en beskrivning av skalér-, vektor- och tensorfilt foljt av en genomgéang om hur de
klassiska elektromagnetiska lagarna Lorentzkraften, kontinuitetsekvationen, Maxwells ekvationer
och gaugepotentialen kan skrivas i manifest Lorentzinvariant tensorform. Formalismen gor det
enkelt att bevisa att den klassiska elektromagnetismens lagar har samma form i alla inertialsystem
och ger ocksa ett siitt att Gversitta félten och krafterna fran ett inertialsystem till ett annat.

Direfter kommer en dverskadlig genomgéang av hur man kan hantera stralning fran en rorlig
laddning (Lienard Wiechert potential), minsta verkans princip, stressenergitensorn och effektforlus-
ter for en laddad accelererande partikel.

Skaldr-, vektor- och tensorfalt

I kurser inom matematisk analys i flera variabler far man ldra sig om skaldirfdlt och vektorfilt. Ett
skalérfdlt ar en funktion f : R™ = R, det vill séiga en funktion som tar n stycken tal som invérden
och ger en skaldr som utvirde. Inom Newtonsk mekanik férekommer n = 3 med invérdena z, y
och z vid beskrivning av rummet. Ett exempel pa detta dr en funktion som beskriver temperaturen
i ett rum som da har z, y och z som invirde och en temperatur som utvirde. Pa samma sétt som
for en vanlig skaldr vill vi att ett skaldrfdlt inte ska bero pa vilket koordinatsystem man uttrycker
det i. Skalarfiltets funktionsbeskrivning maste se olika ut i olika koordinatsystem, s& att de bada
funktionsbeskrivningarna ger samma vérde till samma punkt (som ir representerad med olika
uppsittningar koordinater i de olika koordinatsystemen). Med andra ord giller att

dir T och T" dr funktionsbeskrivningen av skalirfiltet i tva olika koordinatsystem. Ett intressant
fall dr nir x och x' dr relaterade med en rotation enligt x’ = Lx, d.v.s. 2" = L2 dir L’ dr samma
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rotationsmatris vi sag i Kap. 6. Da kan relationen mellan 7" och T skrivas
T'(Lx) = T(x) eller T'(x) =T (L 'x).

Ett vektorfilt dr en generalisering av skalérféltet i och med att det har en vektor som utvirde. Ett
exempel pa detta dr en funktion som beskriver hastigheten hos vattnet i en vattentank, dir utvirdena
till exempel kan beskriva vattnets hastighet i 2-, y- respektive z-led. Aven hiir vill vi att vektorfiltet
inte ska bero pa vilket koordinatsystem man uttrycker det i, men hér maste bade koordinaterna och
funktionsbeskrivningen av vektorfiltet transformeras. Om transformationen dr en rotation blir detta
krav da att

v (x') = Lv(x)
vilket kan skrivas om till
v/(x) = Lv(L ™ 'x).

Ett tensorfilt dr en generalisering av skalér- och vektorfiltet. Ett tensorflt tar n stycken tal
som invdrde och ger en tensor som utvirde. I speciell relativitetsteori dr det, som vi har sett
tidigare, vanligt att jobba med 4-vektorer, det vill siga n = 4. Den intressanta transformationen 4r
da Lorentztransformationen istillet bara for rotationen. Vi har alltsa z* istillet for ¢ och A istillet
for Lz Har vi da till exempel ett kovariant tensorfélt av rank tva, och transformationen mellan tva
koordinatsystem &r en Lorentztransformation maste tensorféltet uppfylla ekvationen

F'™ (2) = ALALFP (x).

Notera att argumentet z (eller 2) av filtet beskriver alla 4 komponenter z°, !, 22, 23.

Lorentzkraften

For att undersoka om de tidigare kiinda elektromagnetiska lagarna dr konsistenta med speciell
relativitetsteori behdver vi gora antaganden om egenskaper hos elektrisk laddning. Ndmligen
att elektrisk laddning &r invariant, det vill sdga att laddningen hos en partikel 4r samma for alla
observatorer i deras respektive inertialsystem. I Kapitel 1.2 sag vi att elektromagnetism inte bara
beskrivs av Maxwells ekvationer utan dven av Lorentzkraften. Malet i detta delkapitel 4r att beskriva
Lorentzkraften som en 4-vektor for att i senare kapitel beskriva Maxwells ekvationer pa manifest
Lorentzinvariant form.

Lorentzkraften beskriver kraften en partikel med laddning ¢ och hastighet 11 kénner i nidrvaro
av ett elektriskt falt & och ett magnetiskt falt B. Dess 3-dimensionella form ar (c = 1)

F=q(E+uxB). (8.1)

Rimligtvis bor dven 4-kraften vara proportionell mot laddningen ¢, eftersom det 4r en invariant
storhet, samt vara linjar mot 4-hastigheten eftersom den 3-dimensionella formen har en del som &r
det. Nu gor vi foljande “gissning” av hur Lorentzkraften ser ut enligt

F,=qF,U". (8.2)

Hir har vi introducerat en tensor av rank tva F),,, som far namnet elektromagnetiska filttensorn.
Vi minns frén Definition 6.1.1 att om det finns tva upprepade index kontraheras dessa genom
summering. F, = qF,, U” maste alltsd vara en 4-vektor, eftersom v kontraheras, vilket dr precis
vad vi vill. Komponenterna till var gissning #r for oss hittills okdnda och nésta steg blir sedermera
att bestimma denna.
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Observera att vi hir valt att uttrycka 4-kraften pa kovariant form (index nere) istillet for
kontravariant form (index uppe), vilket anvindes i Ekvation (7.46). Detta innebir att de tre
sista komponenterna skiftar tecken i enlighet med observationen under Definition 6.5.1 pa
foljande vis F), = 1,,F* =~ (F-u, —F).

Vi vill fortsitta pa samma spar som i Kapitel 7.13, dir vi bara betraktade massbevarande krafter
eftersom vi vet att Lorentzkraften &r det. Detta innebir att vi vill att F, ska uppfylla sambandet
F,U" =0 enligt Ekvation (7.44). Utnyttjar vi detta tillsammans med Ekvation (8.2) fir vi foljande.

FU* 2 qF, UMUY =0 = F,, UrU" =0 ®3)

Detta maste gilla for alla U*, vilket efter vi skrivit ut komponenterna i Ekvation (8.3) leder till en
intressant slutsats. Eftersom U*U" = U¥U* kan vi gruppera termerna enligt nedanstaende.
F,UrUY = FooUU + F U'U' + FpU?U? + PUU?
+ UOU1 (F()] =+ Fl()) =+ UOUZ(FOQ + on) + UOU3<F03 =+ F30)
+U'U(Fio+ Fa1) + U'UP (Fis+ F3y) + UUP (Fos + Fy)
=0.

8.4)

Det enda sittet for Ekvation (8.4) att uppfyllas for alla U* &r om F),, = —F,,, det vill siga
att den elektromagnetiska filttensorn maste vara antisymmetrisk. Notera att diagonalelementen
Foo = F11 = Fy = F33 =01 en antisymmetrisk tensor alltid &r 0.

Nu kan vi konstruera den elektromagnetiska félttensorns rumsliga komponenter utifran att vi
matchar dem med komponenterna i det 3-dimensionella fallet. Eftersom Lorentzkraften ska vara pa
formen enligt Ekvation (8.2) innebir det att komponenterna i F,, kommer bestd av komponenterna
1 det elektriska respektive magnetiska féltet. Nu kan vi skriva foljande.

Fy,=qF,U"

0 For  Fop Foz| | 1 Forug + Foouy + Fozu,

(623)q (u) —Fpr O Fip  Fiz| |ug — gy(u) —Fo1 + Frouy + Fiau,
—Fp —Fn 0 Fx| |uy —Foo — Froug + Fozu,

—Foz —Fi3 —F;3 0| |u, —Fo3 — Fizug — Fazuy

Lat oss se vad hander om vi matchar det hir uttrycket med Lorentzkraften (8.1). De tre rumsliga
komponenterna av F}, ska nu vara lika med den 3-dimensionella delen av Lorentzkraften —~IF.
—F = —¢y(E+ux B)
= —qv(Ex+uyB. —u.By, Ey+u.By —ugB., E.+u;By—uyBy;).

Genom matchning erhlls till slut f6ljande.
Fo=FE;, Fp=FEy, Fy=FE., Fio=—-B., Fi3=DBy, I)3=—-B,

Vi definierar den elektromagnetisk filttensorn enligt nedanstaende.
Definition 8.2.1 — Elektromagnetiska fdlttensorn.

O E. E, E.
~E, 0 -B. B,
-E, B. 0 -B,
—E. -B, B, 0

(8.5)
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For att skriva den elektromagnetiska félttensorn pa kontravariant form behdver man multiplicera
med metriken tva ganger eftersom tva index ska hojas.

0 -E, —E, —E,
E., 0 —B. B,
E, B. 0 -B,
E. —B, B, 0

FHY = PO o =

Observera att detta endast kommer byta tecken mellan rad “noll” och kolumn “noll”. Sammanfatt-
ningsvis blir dirmed Lorentzkraften pa manifest Lorentzinvariant form foljande.

Definition 8.2.2 — Lorentzkraften p& manifest Lorentzinvariant form.
F,:=qF,U",

dir ¢ &r den invarianta laddningen hos partikeln, F},,, dr den elektromagnetiska filttensorn och
UV &r 4-hastigheten.

An s linge har vi bara visat att (8.1) ir en relativistisk kraft om F, L dr en tensor. Vi méste nu
Overtyga oss att sa dr det fallet.

Kontinuitetsekvationen

Forflyttning av olika kvantiteter beskrivs inom fysik av sa kallade kontinuitetsekvationer. Dessa
blir extra enkla nér konserverade storheter undersoks, vilket 4r precis vad vi ska studera i detta
delkapitel. Inom elektromagnetismen utgor kontinuitetsekvationen en empirisk lag som beskriver
laddningskonservering.

Antag forst att vi har ett laddat medium med kontinuerlig férdelning av en sorts laddningar med
lokal hastighet u(¢,x) och 1at n vara antalet laddningar per volymsenhet vid en specifik tid mitt
i ett inertialsystem S. Lat sedan ng vara antalet laddningar per volymsenhet i deras momentana
vilosystem S’. P4 grund av lingdkontraktion kommer en volym V' i S miitas till v(u)V i S’. Eftersom
bada observatorerna i de olika systemen maste vara 6verens om antalet laddade partiklar i volymen,
det vill séiga mingden laddning, leder sambandet mellan volymerna till n = ~(u)ng. Utifran detta
kan vi definiera laddningstitheterna i de olika systemen som p = gn och pg = gng, dér ¢ 4r den
invarianta laddningen hos varje partikel.

Definition 8.3.1 — Egenladdningstathet. pj := gng &r fordelning av en sorts laddningar som
mits i deras momentana viloinertialsystem.

Detta leder oss till att sambandet mellan laddningstétheterna ir
p = poy(u).

Innan vi kan introducera kontinuitetsekvationen behover vi definiera stromtitheten.
Definition 8.3.2 — 3-stromtétheten. Stromtitheten J dr strommen som vinkelritt flodar ge-
nom en area per areaenhet enligt

J = pu.

Nu presenterar vi den 3-dimensionella kontinuitetsekvationen enligt féljande.
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8.3.1 — 3-kontinuitetsekvationen.

op .
E—FV-JI—O (8.6)

Eftersom V - J &r ett méatt pa flodet av laddning ut fran en infinitesimal volym per tidsenhet siger
Ekvation (8.6) att precis for sa mycket laddning som lamnar volymen maste den totala laddningen i
volymen minska. Darfor beskriver kontinuitetsekvationen laddningskonservering, alltsa att det inte
finns nagra nettokallor eller sdnkor av elektrisk laddning i naturen.
Vi dr nu redo att beskriva ovanstaende pa tensorform. Forst introducerar vi 4-stromtitheten som
foljer.
Definition 8.3.3 — 4-stromtétheten.

= (p, J) = (vpo, ypou) = poU*" (8.7)

Om det bara finns en typ av laddningsbérare inom den infinitesimala volymen kommer dessa att
fardas med samma genomsnittliga hastighet 1. Med flera sorters laddningar, som exempelvis
elektroner och protoner, skriver vi 4-stromtétheten som summan av laddningarnas stromtitheter
enligt

JH =Y poU}',

dir summan dr over de olika sorterna av laddningar.

Notera att 3-kontinuitetsekvationen (8.6) innehaller derivator av varje av vektorkomponent. Det
blir dérfor naturligt att formulera Kontinuitetsekvationen pa tensorform enligt f6ljande.

8.3.2 — Kontinuitetsekvationen p& manifest Lorentzinvariant form.

97" =0 (8.8)

Hir 4r 0,, en deriveringsoperator som deriverar varje vektorkomponent for sig 0, J* = 6% JH.
Kontinuitetsekvationen dr med andra ord 4-divergensen av 4-stromtétheten. Observera att en-
ligt Ekvation (6.6) kan vi skriva az% = % % = (A‘l)z agv . Notera att det kontravarianta
indexet p i * har blivit kovariant i 31%. Det dr anledningen till att vi skriver 8% =0y

Eftersom vinsterledet i Ekvation (8.8) dr en divergens genererar det per definition en skalér.
I hogerledet har vi dessutom skalédren 0, vilket innebér att kontinuitetsekvationen pa manifest
Lorentzinvariant form 4r en Lorentzinvariant ekvation.

Maxwells ekvationer

Maxwells ekvationer minns vi fran Kapitel 1.2 och bestar av f6ljande lagar, nir vi sitter ¢ = 1.

V-E=p Gauss lag
V-B=0 Gauss lag for magnetism
0B . .
VXE= o Faradays induktionslag
JE N .
VxB=J+— Amperes lag med Maxwells korrektionsterm

ot
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Dessa dr skrivna pa den 3-dimensionella formen som vi dr vana vid, men vi ska hir se hur de
ocksa kan skrivas pa manifest Lorentzinvariant form. Genom att betrakta Maxwells ekvationer i 3-
dimensionell form, 4-stromtitheten J# enligt Ekvation (8.7) samt den elektromagnetiska filttensorn
F,,, frén Ekvation (8.5) kan man “gissa” Maxwells ekvationer pa manifest Lorentzinvariant form
enligt foljande.

8.4.1 — Maxwells ekvationer p& manifest Lorentzinvariant form.
Gl = I (8.9)

80F,uu + a,u,FZ/a' + az/Fou =0 (810)

Vi kan verifiera att dessa ekvationer 6verensstimmer med Maxwells ekvationer pa 3-dimensionell
form genom att sitta in olika vdrden pa indexen i Ekvation (8.9) och (8.10). Ekvation (8.9) med
v =0 ger

0, FH = J°
:>80F00+61F10+82F20+83F30:p
0 0 0
= 0+—F,+—FE,+—F,=

+3;U x‘f’ay y‘FaZ z=p
= V. E=p,

vilket identifieras som Gauss lag. Med v = 1 i Ekvation (8.9) erhalls

o FH =J!
— F"+ O F + 0, F! + 05 F3 = J,
) ) )
— —aExﬁ—O—l—a—sz—%By =J,
) ) )

_7Ez 7Bz_7B :Jazv
= Tt e, T 5

som dr z-komponenten av Amperes lag med Maxwells korrektion

0E
VxB-—- T J.
y- och z-komponenterna av Amperes lag med Maxwells korrektion fas med v = 2 respektive
v = 3 i Ekvation (8.9), alltsd kan Amperes lag erhallas frain Maxwells ekvationer pa manifest
Lorentzinvariant form.
De tva sista av Maxwells ekvationer, Gauss lag for magnetism och Faradays induktionslag, fas
fran Ekvation (8.10). Genom att exempelvis sitta o = 1, u = 2 och v = 3 i Ekvation (8.10) erhalls

O Fp3+0,F31 +03F12=0
0 0 0
— gy B g B g B =0
0 0 0

— V-B=0,

vilket beskriver Gauss lag for magnetism. Slutligen erhalls genom att sittac =0, u =1, v =21
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Ekvation (8.10)

OoF12+ 01 Fa+ 02Fp =0

0 0 0
— =B, -~ —FE,+—FE, =
ot Oz y+8y 0
0 0 0
= Bt 5B 5, P =0,

vilket identifieras som z-komponenten i Faradays induktionslag

0B
VxE+ o 0.
x- och y-komponenterna fas med 0 =0, 4 =2, v =3 respektive c =0, u =3, v = 1.

Vi har alltsa sett att Maxwells ekvationer pa manifest Lorentzinvariant form kan skrivas enligt
Ekvation (8.9) och (8.10) och att vi fran dem kan aterfa Maxwells ekvationer pa 3-dimensionell form.
Man kan ocksa se att kontinuitetsekvationen, Ekvation (8.8) édr en nodvindig foljd av Maxwells
ekvationer, Ekvation (8.9), genom att ldgga till en derivata 0, pa bada sidor. I vinsterledet far
man da 0,0, F"" = 0 eftersom 0,0, dr symmetrisk och F'*” dr antisymmetrisk. Tillsammans med
hogerledet fas att 9, J¥ = 0, vilket 4r kontinuitetsekvationen.

Vi har nu visat att alla ekvationer i elektromagnetismen &r relativistisk invarianta om vi antar att
F,,, transformerar som en tensor. Ingen dndring behdvs goras (till skillnad med Newtons mekanik).

Gaugepotentialen

Det elektriska féltet = och den magnetiska flodestitheten IB i Maxwells ekvationer kan uttryckas
med den elektriska skaldrpotentialen V' och den magnetiska vektorpotentialen A enligt

E:_VV_E och B=VxA. (8.11)

Pa liknande sitt kan vi ocksa uttrycka den elektromagnetiska filttensorn med en 4-dimensionell
potential A,,, gaugepotentialen, som vi ska se har en tydlig koppling till skalér- och vektorpotentia-
lerna.

Notera att vi betecknar bade 4-accelerationen och gaugepotentialen med A*. Det &r oftast
tydligt fran sammanhanget om det ror sig om 4-accelerationen eller gaugepotentialen. I
resten av detta kapitel betecknar A* alltid gaugepotentialen, forutom i Kapitel 8.9 dér 4-
accelerationen dyker upp igen.

Tittar vi noggrannare pa den andra av Maxwells ekvationer pa manifest Lorentzinvariant form,
Ekvation (8.10), inses att om vi uttrycker den elektromagnetiska filttensorn som

F,ul/ = 8[,LAV - 8VA;,L (812)
och siitter in detta i vinsterledet av Ekvation (8.10) erhalls

Oy (8NA,, — &,AM) +0,(0,As —0,A,)+ 0, (&,AM — 8“Aa)

= 0,0, Ay —0,0,A, +0,0,As — 0,05 A, + 0,05 A,, —0,0,A5 =0,

dér termerna tar ut varandra eftersom derivatornas ordning inte spelar nagon roll. Vi ser att detta
staimmer Overens med Ekvation (8.10) och har dérfor funnit att den elektromagnetiska filttensorn
kan uttryckas i gaugepotentialen A,, enligt Ekvation (8.12), pd ett sitt som uppfyller den andra av
Maxwells ekvationer pa manifest Lorentzinvariant form.
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Nu kan vi genom att jamfora Ekvation (8.12) med uttrycken for det elektriska filtet och den
magnetiska flodestétheten i potentialerna V' och A, Ekvation (8.11), se hur gaugepotentialen kan
uttryckas i V' och A. Vi borjar med ekvationen B =V x A som exempelvis ger oss att

0 0
—~ A —— A 8.13
ay g (8.13)
men fran den elektromagnetiska filttensorn vet vi ocksa att B, = Fx;, vilket med Ekvation (8.12)
blir

B, =

0 0
B, =034, — 0 Az = — A3 — — A;. (8.14)
dy 0z
Eftersom Ekvation (8.13) och (8.14) ska vara identiska fér vi att Ay = —A, och A3 = —A,. Siitts
motsvarande uttryck upp for B, eller B, erhdlls ocksa att A; = —A,. For att bestimma Ay skriver
vi exempelvis E, enligt Ekvation (8.11) som
0 0
E,=——V-—-—A,. 8.15
x Ep 14 o Az (8.15)
Vi har ocksa att £, = Fy;, vilket enligt Ekvation (8.12) ger
0 0
E,=—A—— Ap. 8.16
z =5 A5 Ao (8.16)

Eftersom Ekvation (8.15) och (8.16) ska vara identiska far vi att A; = — A, vilket vi redan visste,
och Ag = V. Gaugepotentialen kan alltsd skrivas kovariant som A, = (V, —A). For att skriva
gaugepotentialen kontravariant hojer vi indexet med metriken enligt A* = n** A, = (V, A).

Definition 8.5.1 — Gaugepotentialen. Den elektromagnetiska 4-potentialen, gaugepotentia-
len, ges av

AP = (V, A)
ddr V dr den elektriska skaldrpotentialen och A édr den magnetiska vektorpotentialen.

Sitts uttrycket for den elektromagnetiska filttensorn, Ekvation (8.12), in i den forsta av Max-
wells ekvationer pa manifest Lorentzinvariant form, Ekvation (8.9), erhalls

00" AY — 9,0" AP = JV (8.17)

Notera att om vi lidgger till en term pa gaugepotentialen A, i form av 0,4, dir ¢ betecknar
ett godtyckligt skalérfélt, och skriver flu = A, + 0,1, sa idr den elektromagnetiska filttensorn
oforandrad. Sitts den nya potentialen in i Ekvation (8.12) erhalls ndmligen

B =0,A,-0,A,
=0, (A, +0,0) — 0, (A +0,0)
=0, A, — 0, A, + 0,050 — 0,057
= F.
Vi har alltsé en viss valfrihet 6ver hur vi viljer potentialen A, sa att den ger ett uttryck enligt

Ekvation (8.12) som uppfyller Maxwells ekvationer. Exempelvis kan vi vilja A, sd att den uppfyller
det si kallade Lorenzvillkoret! 0, A" = 0. Detta ger insatt i Ekvation (8.17)

B O"AY = JV. (8.18)

Hur denna ekvation 16ses for att hitta ett uttryck for A#(¢,x) visas i nista delkapitel.

Lorenz gauge pa engelska. Virt att papeka dr att Lorenz och Lorentz var tva olika personer!
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Stralning frén roérlig laddning (Lienard-Wiechert) med Greensfunktioner

I detta delkapitel beskriver vi en generell metod for att 16sa differentialekvationer for att sedan
anvinda denna metod pa Ekvation (8.18). Losningen anvénds sedan for att bestimma potentialen
som skapas da kéllan 4r en laddad partikel i rérelse. Ekvationen

0,0t AY = J"
ir ett exempel pa en differentialekvation som kan 16sas med vad som kallas for en Greensfunktion.
En Greensfunktion dr impulsresponsen for en inhomogen linjér differentialekvation, det vill sidga
16sningen till differentialekvationen om inhomogentermen &r en deltadistribution.
Lat oss borja med att titta pa en 3D situation dér x dr rumskoordinaterna. Generellt géller det

att om man har en differentialekvation Ly (f(x)) = g(x) dér Ly ér en linjdr differentialoperator sa
ges dess Greensfunktion G av Lx(G(x)) = d(x). Losningen f(x) ges sedan av

1) = [ Gx=39(3)dy, (8.19)

detta eftersom

£ (169) = £ ( [ Gx =10y ) = [ 2 (Gx=9) o)y = [ 6x=9)a()dy =),

I vart fall dr Greensfunktionen G den funktion som uppfyller (9,,0" = 0} —V?)
(af - vz) G(t,x) = §(1)d(x).
Denna ekvation kan 16sas genom att Fouriertransformera i ¢ och fa
(k2 + vz) Gk, x) = —5(x) (8.20)
dir G (k,x) dr Fouriertransformen av G(t,x) enligt
G (k,x) = /G(t,x)e’iktdt.
For x # 0 och genom att anvinda rotationssymmetri forenklas Ekvation (8.20) till
%ar (rz&né’(k,r)) FR2G(k,r) =0,
som har de normerade 16sningarna

eiikr

G(k,r)=

4rr

Var Greensfunktion G/(t,7) ges da av den inversa Fouriertransformen av G (k,r) enligt

1 1 . 1
Galtr) =5 / e 4k = ot £ )

)
r

dar vi viljer den fysikaliskt meningsfulla 16sningen med negativt tecken. Losningen med positivt
tecken skulle leda till att potentialen beror pa framtida hindelser.
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Denna Greensfunktion sitts in i Ekvation (8.19) tillsammans med A* (¢,x) = f(x) och
JH(t,y) = g (y) for att fa ett uttryck for A* (¢,x), (r =[x —y|):

A“(t,x):/d3ydt/5(t—t/—|x—y\) JE ()

4r[x—y|
1

Y - )

&Y gy = y1y)

Man kan kolla att A* ocksa uppfyller Lorenzvillkoret. Vi uttrycker nu J* (¢,y) for en partikel som
ror sig ldngs banan r (¢) enligt

JE(ty) = (p(t,y), I (t,y))

(8.21)

dar

p(t,y)=q8 (y —x(t)) och I(t,y) =qi ()8 (y—x (1))
Sétts detta in i Ekvation (8.21) beriknas A® = V' (¢,x) till

Vitn) = o= [Ey o (x (=l —=)) )

=37 ] O e (r-x =y =)
~gr Sy (@)oo
:;/df‘r(ﬂl_x}qé (=t () —x|)
L a

()= (14 E020)

Motsvarande berikning for A (¢,x) ger att

t: t~—t+’r(f) —x‘:O

Notera att £ —t + ‘r (f) — x‘ = 0 4r en implicit ekvation for £ som ska 16sas for en given ekvation
for banan r (f)

Minsta verkans princip

Vi ska nu presentera ett begrepp som kan anvindas for att beskriva dynamiken i ett fysikaliskt
system fran vilken systemets rorelseekvationer kan genereras. Detta begrepp kallas minsta verkans
princip dir verkan® betecknas S. Verkan ir en funktional som tar in en funktion som argument
och ger tillbaka ett tal. Dessa funktioner beskriver ofta vigen for exempelvis en partikel som ror
sig i ett potentialfilt mellan tva bestimda punkter under ett tidsintervall. Beroende pa vilken av
dessa vigar partikeln tar blir S olika. Verkan har dimensionen [energi] - [tid] och saledes SI-enheter
joule-sekund. Definitionen av verkan ser ut som foljande.

2 Action pa engelska.
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Definition 8.7.1 — Verkan fér éindligt antal partiklar eller frihetsgrader.

[2)

Sla(t)] = [~ £la®.a().d 5.22)
1

Hir dr qq(t) en generaliserad koordinat som har fixerade start- och slutpunkter ¢; = q(¢;) och

ap = q(t2) under tidsutvecklingen ¢; till ¢,. £ &r den sa kallade Lagrangefunktionen.

Malet dr att kunna anvinda verkan S for att fa fram systemets rorelseekvationer. Det finns
o#ndligt méanga olika vigar som en partikel kan ta mellan tva punkter under en bestdmd tid. Fragan
ar da vilken av dessa végar som &r den “rétta”, alltsa den vdg som partikeln faktiskt kommer fiardas
langs. Det visar sig att den rétta vigen dr den som minimerar verkan och det ar detta som kallas
minsta verkans princip.

8.7.1 — Minsta verkans princip. Vigen som systemet tar mellan tiderna ¢; och ¢, for de
generaliserade koordinaterna q(t) ges som den vig for vilken verkan S #r stationir.

For funktioner som é&r stationdra till férsta ordningen kommer en liten forflyttning d¢(¢) inte
att fordndra funktionsvérdet nimnvért. Denna egenskap kan vi anvinda for att hitta den rétta
vigen. Med andra ord, om vi har den riitta vigen, ¢(t), och en kurva som bara skiljer lite fran den,
q(t)+dq(t), kommer dessa till forsta ordningen ha samma S. Problemet reduceras till att 16sa vilka
q(t) som uppfyller till forsta ordningen

0S8 = Slq(t) +dq(t)] — Sla(t)] = 0. (8.23)

Notera att g, som &r skillnaden fran den ritta vigen, maste férsvinna vid kurvans start och slutpunkt
eftersom de olika kurvorna ska starta och sluta vid samma position. Ddrmed ér dq(t;) = dq(t2) = 0.
Oftast kan ¢; och ¢, tdnkas — +o0o. Analysen av att studera sma variationer pa detta sitt dr en gren
inom matematiken som kallas for variationskalkyl.

I och med detta #r vart matematiska problem definierat. Vi ska i foljande tva delkapitel forst se
hur man kommer fram till rorelseekvationerna for en icke-relativistisk partikel, for att sedan avsluta
med hur variationskalkyl kan kopplas till elektrodynamik i 4-vektornotation.

Icke-relativistisk partikel i ett endimensionellt potentialféilt

Vi vill nu med hjélp av minsta verkans princip férsoka komma fram till rérelseekvationerna for
en icke-relativistisk partikel i ett endimensionellt potentialfilt. D4 behover vi Lagrangefunktionen
som for icke-relativistiska fallet definieras enligt foljande.

Definition 8.7.2 — Icke-relativistisk Lagrangefunktion fér en partikel.
L=T-V

diarT' = %mq’2 dr systemets totala kinetiska energi och V'(q) systemets potentiella energi.

Nu kan vi enligt Ekvation (8.22) stilla upp foljande verkan
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S1<Sz

t

Figur 8.1: Figuren illustrerar tva mojliga vigar for partikeln att fardas mellan start-
och slutpunkt. Olika végar kan ge olika virden pa verkan S.

Jamfor vi denna verkan med en liten skillnad ¢(¢) 4 d¢(¢) kan vi enligt Ekvation (8.23) genomftra
foljande berdkning.

1

88 = Sq(t)+6q(t)] — Sla(t)] = /ttz (Zm(qu 5¢)* =V (qg+5q) — %mc}z - V(Q)> dt = 0.

Utveckla kvadraten (¢+ d¢)? och Taylorutveckla V (q+ dq).

b 1 1 1 1
5s= | (7/4+ 52mddq+ 5mig’ /é+%%6qv’(q) +0 (6q2)> dt
ty

B A N B / 2
= <22mq5q+2m5q —dqV (q)+(’)(5q ))dt
=0.

Forsumma hogre ordningens termer i dq och §4.
1)
0S = / (mq5q' — 5qV’(q)) dt =0.
t

Utnyttja att ¢6¢ = 5 (¢6q) — 5qd.

t d
5= [ <mdt(q5q) —mgoq — 5qV’(Q)> di

3
—maddl ~ [ (ma+ V' (@) o at
=0, Vdq.
Hir ér [mq‘éq]ﬁ = 0 eftersom d¢(t1) = 0q(t2) = 0. Detta medfor att
mG+V'(q) =0,

vilket &r precis vad vi identifierar som Newtons andra lag ' = ma for en partikel i ett endimensio-
nellt potentialfilt ddr F' = —V’(q). Vi har dirmed kommit fram till systemets rorelseekvationer
med hjilp av minsta verkans princip.
Utifran detta exempel kan variationskalkyl verka 6verflodigt, eftersom vi kom fram till ett
resultat vi redan kénde till, men minsta verkans princip dr oerhdrt anvéndbar inom f6ljande exempel.
1. Inom mekanik och berdkningsvetenskap dar det finns tvang.
2. Symmetrierna och de konserverade storheterna i ett system 4r ofta enklare att identifiera via
Lagrangefunktionen dn direkt fran rorelseekvationerna.
3. Kvantisering av ett félt 4r mycket enklare om en verkan anvinds (Feynmans viigintegral) dn
om Schrddingerekvationen anvinds.
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Minsta verkans princip inom elekiromagnetism

Vi ska nu istillet studera hur man med minsta verkans princip kan komma fram till Maxwells
ekvationer for elektromagnetiska filt som kan vixelverka med externa laddningar och strommar.
Tillvigagangssittet dr ganska likt det i Kapitel 8.7.1, darfor behover vi hitta en lamplig Lagrange-
tdthet. (En Lagrangetithet, integrerad ver rumskoordinaterna ger Lagrangefunktionen.) Eftersom
verkan inte ska bero pa vilket inertialsystem vi viljer vill vi att Lagrangietitheten ska vara Lo-
rentzinvariant och integrerbar over alla fyra dimensioner. Notera att Maxwells ekvationer (8.9)
innehéller den elektromagnetiska félttensorn F),,,, vilken i sin tur kopplar till IE och B. Ett sitt
att erhalla en Lorentzinvariant skaldr innehéllande F),,, dr exempelvis genom Ly o< F),, F*Y, dir
“fri” innebdr att termen inte tar hinsyn till nagra externa killor. Skulle det ddremot finnas laddade
partiklar i systemet som agerar som en killa tillkommer en term vilken rimligtvis dr proportionell
mot stromtitheten och hur den kopplar till falten. Den skulle exempelvis kunna vara pa formen
Line o< A, J*, ddr “int” innebir hur filten vixelverkar med den externa killan. Vi gor nu foljande
“gissning” pa den totala Lagrangetitheten och kollar att vi aterfa Maxwells ekvationer.

Definition 8.7.3 — Elektromagnetisk Lagrangetéthet pd manifest Lorentzinvariant form.

1
L= FuF" — AT, (8.24)

dir faktorn 1/4 och minustecknen #r ngdvindigt for att kunna skriva Maxwells ekvationer enligt
Ekvation (8.9), vilket visas nedan.

Vi sag i Ekvation (8.12) att elektromagnetiska filttensorn kan skrivas i termer av gaugepotenti-
alen A, enligt F},, = 0, A, — 0, A, vilket innebir att hela Lagrangianen i Ekvation (8.24) beror
av just A,,. Vi vill alltsd undersoka smd skillnader i vektorpotentialen A, — A, 4 A, eftersom
verkan ska vara stationdr till forsta ordningen. Precis som tidigare maste 6 A, — O niir en eller flera
koordinater z# — +o00. Eftersom vi nu skriver i manifest Lorentzinvariant form blir verkan pa
formen

S[A,] = /Ld%;.
Notera att integralen ir Lorentzinvariant: d*z = d*2’ p.g.a. att |detA| = 1. Nu gor vi foljande
berdkning enligt Ekvation (8.23).

58 = S[A, +6A,] ~ S[A,]

1 1
—_ / (4 (8 F) (F* 4+ 6F™) - Ay + 04, J" = L Fyu —M) d'x

1 14 17 v v
:_/<4(M’*+FW5F“ +0F F* +0F,, 0 F" — E ") +5A4,J >d4$

1

=— / (4 (Eu6F" +0F,, F* + 6F,, 0 F") + 5A1,J”> d*z
=0

Forsumma hogre ordningens termer i 0 F),,,.

1 1
58 - _/ <4F}LV5F#V+ 45FMVFMV+5AVJV) d4l' =0

Anviind F,, 0 FM = §F,, F.

58 = —/ (ééFWF’“’ +(5AVJ”) dr=0
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Anvind 0 F),, = 0,04, — 0,04,
ss=- [ <; (0,04, — B,0A,) F™ + 5A,,J”) dz =0
Eftersom F*¥ &r antisymmetrisk ar 0,04, F*" = —0,0 A, F"".
58 = — / (Bu0A,F™ + 54,07 d*x =0
Utnyttja 0,0 A, F'* = 0, (6 A, F*) —0A,0,FM .
58 = — / (Ou(GA,FM) = 5 A, 0, F™ +5A,J") d*z =0
Utnyttja [ 9, (84, F*)d*z =0 pa grund av randvillkoren.

55 = [54, (9,1 — 1) s =0, VoA,
— 9 = Y,

vilket 4r precis de inhomogena Maxwells ekvationerna (8.9). (De homogena ekvationerna &r alltid
uppfyllda om F},, = 9, A, — 0, A,.)

Stressenergitensorn

I det foregaende kapitlet presenterades minsta verkans princip. Hér ska vi anvinda Lagrangefunk-
tionen/Lagrangetitheten pa ett annat sitt for att se hur vi, genom att gora en specifik variation av
denna, kan komma fram till energibevarande for en icke-relativistisk partikel och sedan, genom att
gora samma sak inom elektromagnetism, ta fram det som kallas for stressenergitensorn.

Energibevarande for en icke-relativistisk partikel i ett potentialféilt

Vi borjar med den icke-relativistiska partikeln i ett potentialfilt, som vi betraktade i Kapitel 8.7.1,
med Lagrangefunktionen

: 1
£(4,9) = 5md" =V (q)- (8.25)
Vi viljer att V' (q) inte beror explicit pa tiden, men bara genom beroende av ¢. Vi bildar nu en
specifik variation i vigen som partikeln tar, ¢(¢), genom att forskjuta den i tiden med en liten
parameter e. Variationen skriver vi som

Acg=q(t+e)—q(t) = q(t) +eq(t) —q(t) = eq(t),

dér vi har Taylorutvecklat ¢(¢ + €) till forsta ordningen i € och alltsa forsummar termer av ordning
€2 och hogre. Notera att vi kriver inte att A.q ir noll vid andpunkterna.

Andringen i Lagrangefunktionen, som beror pé ¢ och g, kan vi nu berikna pa tv4 siitt. Forst
skriver vi dndringen i Lagrangefunktionen pa samma sitt som for A.q enligt

. . d
AL =L(q(t+e),q(t+e)) — L{q(t),q(t)) =€ L. (8.26)

Detta anvinder vi ocksd som var definition for symmetri. Vi sdger att en transformation dar
Lagrangefunktionen dndras som mest med en total tidsderivata dr en symmetri. De flesta symmetrier
uppfyller att A, £ = 0, men nér vi dndrar pa rumtidskoordinaterna maste vi generalisera begreppet
enligt definitionen nedan.
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Definition 8.8.1 — Symmetri. En transformation dér £ dndras som mest med en total tidsderi-
vata enligt

d
AL =c—
L Edtﬁ

ar en symmetri. Detta gor sa att rorelseekvationerna dr invarianta.

Ett andra sitt som vi kan beskriva A.£ pa dr genom att gora en Taylorutveckling i ¢ och ¢ och
skriva

_ocd 9L, 9Ld, . 0L

A )+ == €q. 2
L (eq) + aq 1 (8.27)

- = Ag= =
aq @t A+ 5,80 5o g

For att berdkna detta anviander vi att

afoc N 0oLy ocd
at \ag 1) "o \ag ) T ag a4t 1
L 0Ld A (0L N 0 (o
ag at V= at\ag ) o \aq )
Sitts Ekvation (8.28) in i Ekvation (8.27) erhalls

d /foL . .0 (0L oL .

(8.28)

Vi anvinder nu att uttrycket for Lagrangetétheten ges av Ekvation (8.25), vilket gor att

oL _
aq

oL _ oV(g)

h
oc 3 34

=-V'(q).

Insatt i Ekvation (8.29) ger det

d 0 d

= 5 (mded) —ed 7 (mg) =V'(q)eq = o

A
£ ot

(emq'2> —€q (mq + V’(q)) . (8.30)
Uttrycket innanfor parentesen i den andra termen i Ekvation (8.30) kdnner vi igen som rorel-
seekvationen for den icke-relativistiska partikeln i ett potentialfilt. Da var partikel uppfyller
rorelseekvationerna kan vi stryka den termen. Det vi har kvar for uttrycket av A L dr da

d
AL = —( '2), 8.31
L=eq (Mg (8.3
dér vi kan flytta ut € ur tidsderivatan eftersom e bara &r ett tal som inte beror pa ¢.

De tva uttrycken for A L, Ekvation (8.26) och (8.31), maste vara lika. Nar vi sétter dem lika
med varandra far vi

d 2\ d

e& (mq ) egﬁ
d 2

= a (mq —E) =0
d 2 | _

— T (mq <2mq V(q))) =0
d /1 , B

— 4@ (qu +V(Q)> =0
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Hir ser vi att uttrycket innanfor tidsderivatan maste vara konstant over tid, detta dr exakt uttrycket
for energin hos en icke-relativistisk partikel i en potential V' (¢). Vi har alltsa visat att energin
dr bevarad Over tid for en icke-relativistisk partikel i ett potentialfilt som inte beror pa tiden.
Symmetrin under ¢ — ¢ 4 € leder till en bevarad storhet.

Aterigen kan variationskalkyl verka 6verflodigt eftersom vi kom fram till ndgot vi redan kiinner
till, men fordelen 4r att det litt kan generaliseras till féltteori som vi ska se nedan.

Elektromagnetism och stressenergitensorn

Vi vill nu gora samma sak som vi gjorde for den icke-relativistiska partikeln, men inom elektro-
magnetism for att komma fram till stressenergitensorn, nimligen energi och rorelsemangdstétheten
av det elektromagnetiska filtet. For att hitta stressenergitensorn utgar vi fran Lagrangetétheten i
Ekvation (8.24), men hir utan externa kéllor enligt, for att vi dr bara intresserad i bidraget av det
elektromagnetiska féltet.

1 v
EI _ZF/“’FM

Hér kan vi nu sitta in uttrycket for den elektromagnetiska falttensorn uttryckt i gaugepotentialen
for att fa ett uttryck for Lagrangetitheten i gaugepotentialen, som vi ska anvénda senare. Sitter vi
in att F,, = 0,,A, — 0, A,,, erhills

1
L= ~1 (GMAZ, — 8,,Au) (o AY — 0¥ AH)
1
=2 (GMAZ,ONA” —0,A,0"A* —0,A,,0"A" + &,AMOVA“) .
Detta kan forenklas genom att inse att 9,4, 0" A" = 0, A,0" A* och 0,,A,0" A" = 0, A,0" A,
eftersom vi &r fria att byta namn pa indexen. Lagrangetétheten blir

£ _% (20, 4,08 AY — 20, A, 0" A1) = —% (0, AL O AY — 0, A,0” AM) . (832)

For att nu hitta stressenergitensorn gor vi en liknande rikning som i Kapitel 8.8.1. P4 samma
sitt som vi forut gjorde en specifik skillnad i vdgen som partikeln tog, gor vi hér istillet en specifik
skillnad i gaugepotentialen. Vi skriver

AA, = Au(z+e)— Au(z) = €0, A, (8.33)

ddr €” dr en 4-vektor som parametriserar en translation i bade rum och tid. Analogt med Ekvation
(8.26) kan dndringen i Lagrangetitheten skrivas som

oL
— Mmoo
AL =¢ pyrie "o, L. (8.34)
Pa det andra sittet, analogt med Ekvation (8.27), erhalls med hjélp av Ekvation (8.33)
oL oL oL
AL=—"—0,(AA) + —>AKA, = ——<0, (e’0,A,) . 8.35
8(6MAV) /J'( )+ g 8(6MAV) U(e P ) ( )

Vi stryker hir den andra termen i Ekvation (8.35) eftersom Lagrangetitheten inte &r direkt beroende
av A, vilket gor att 0L/0A, = 0. Vi utnyttjar nu, pa liknande sitt som forut, att

oL oL oL
_ 7= oA, | =0, A, P9, A,
8H<8(8MAV)68,, ) €0, 8“(8(8MA,,))+8(5MAV)8“(68p )

oL oL oL
Y~ ra,A,)) = 7= 9, A, | — €D A, _ Y= .
= 5 (@LAV) Oy (E Jp ) Oy <8 (%AV) €0, ) €?0,A,0, <8 (@u‘b))




8.8 Stressenergitensorn 89

Siitts detta in 1 Ekvation (8.35) erhalls
oL oL
AL=0,| ———€c"d,A, | —€’0,A,0, | — | . 8.36
‘ <a(aﬂAy)6 v ) OO (0(&“41,)) (8:30)

Vi anvinder nu uttrycket som berdknades for Lagrangetitheten i Ekvation (8.32) for att berdkna
den partiella derivatan av £ med avseende pa 0, A, . For att berikna denna kan vi forst vilja att
skriva Lagrangianen med index o och p enligt

1
L= —3 (054,07 AP — 0, A,0° A7)
och far da foljande uttryck for derivatan

SR o con O .
0(0,A,) 2 (8(8MAV) (054,07 A7) 9(0,4,) (054,07 A ))- (8.37)

Vi borjar med att berikna den forsta termen innanfor parentesen enligt foljande
0 0 0

————— (0,A,0°AP) =0° AP —— (0, A A,—— (07 A*
a(auAu) (80 ﬂa ) 0 a(aﬂAV) (80 P)+8€7 p@(OHA,,) (8 )

0
= OTAPSISY + Dy A, ( NPT 95 A )
p o pa(auAy) non AT
= 0" AV + 05 AT T 0K 6V
=0MAY + 0" AY =200 A”,
dir metriken anviinds for att hoja och sinka index och §, #r Kroneckers delta. Den andra termen i
Ekvation (8.37) beréknas pa liknande sitt och ger

0
—— (0,A,0°A%) = 20" A",
o (auAy) ( p )
Insatt i Ekvation (8.37) erhdlls nu for derivatan av Lagrangetitheten med avseende pa 0, A,
oL 1
————— = —= (201 AY =20V A") = —OH AY + OV AF = — MV,
9 (0,4,) 2 )

Sitts detta uttryck in i Ekvation (8.36) erhalls
AL =0, (—F‘“’epapAy) +€°0,A,0,F"".

I den andra termen identifierar vi att Maxwells ekvationer utan killa ger att 0, F'*" = 0, vilket gor
att den termen kan strykas. Det slutliga uttrycket blir

AL =B, (—F"erd,A,) =, (8(32)@@) | (8.38)
ny

De bada uttrycken, Ekvation (8.34) och (8.38), kan nu sittas lika. Da erhalls

or
0, | —2= g A, | =eo,r
“(a(a,ﬂax,,)6 p ) < On

oc
— 9, [ =P, A, — L | =0
”(8(8MAV)E e >

oL
— 0, | ——0,A, — "L
€ ,u(a(auAy) 4 14 )

0,
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dér vi i det sista steget utnyttjar att e/ kan brytas ut genom att skriva e = €4/, Uttrycket in-
nanfor parentesen maste vara bevarat och dr uttrycket for den kanoniska stressenergitensorn,

"
Tkanp'

Definition 8.8.2 — Kanoniska stressenergitensorn.

T oL

1
. _ — - af
anp = 3 (aMAV) 0pA, 55£ =—-F"0,A,+ 4(5,’;Fa5F

: : 5 : : 1P 12z g
Den kanoniska stressenergitensorn ér dock inte symmetrisk, 7}.) # 7}, men det gér att fixa genom

att lagga till en term. Vi bildar den symmetriska stressenergitensorn som foljer.

Definition 8.8.3 — Symmetriska stressenergitensorn.

TEP :=TEP + F* 9, AP

sym kan
Detta funkar eftersom den nya termen ocksa &r bevarad da vi kan skriva
Fr9,AP =9, (FH AP) och 0,0, (FM'AP) =0

eftersom derivatan dr symmetrisk medan den elektromagnetiska félttensorn 4r antisymmetrisk.
Den stressenergitensor som anvénds mest dr

1
Tht = —F"Ff, + o0 Fog PP,

sym
Den ir bevarad i bada indexen enligt
0T = 0, TEn =0

eftersom
0 o
/aTOpd:sX: */@TZpd?’X. (839)

Elementen i stressenergitensorn tolkas som att 77 ir titheten av 4-rorelsemingden p? for det

elektromagnetiska féltet. Med den hir tolkningen blir innebdrden av Ekvation (8.39) att 4-rorelsemédngden

dr bevarad om 7% — 0 nir |x| — oo, det vill siiga om energi inte flodar in eller ut.
Sist kan vi notera att elementet 7°° kan skrivas som

700 _ % (E2+IB2> ’

vilket dr energitétheten i det elektromagnetiska filtet och att
T% = (E x B)"

ar Poyntings vektor.

Effekiforlust for en accelererande, laddad partikel

Enligt klassisk elektromagnetism utstralar en accelererande laddad partikel en effekt, vilken kan
bestimmas enligt Larmors formel 3

1
P= —qzaz. (8.40)
6

3Faktorn é dr ovanlig i litteraturen och forekommer hér for att vi anviinder Lorentz-Heaviside-enheter och inte CGS

enheter.
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Hir dr P den utstralade effekten, ¢ dr laddningen hos partikeln och «a #r dess acceleration. Den
Lorentzinvarianta generaliseringen till denna ekvation ar

1 1
P=—¢ (—ArA)) = —¢*?
61 a4 ( “) 67Tq s
ddr A* dr 4-accelerationen och « dr egenaccelerationen, definierad enligt Ekvation (6.22). Detta
kan uttryckas i termer av hastigheten u1 och accelerationen a enligt Ekvation (6.20) och (6.21) pa

foljande vis.

1 1
P=_—¢~* {az +9? (u-a)z} = —¢*° {az —(ux a)Z}
67 67

For att kolla att denna ekvation reduceras till Ekvation (8.40) later vi u — 0 (v — 1).
P Lt et = Lt a] 2 L
(s (s (s
Ovningsuppgifter
8.1 Med F),, enligt Ekvation (8.5), visa att F,, F*"* = =2 ([E-IE —B-IB).
8.2 Visa att Lorentzekvationen
d
a('y(v)mw) =q(E+wv xB)
ocksa kan skrivas som
d
w(v)a(mw) =q¢(E+vxB—(E-v)v).

8.3 En partikel med laddning ¢ och massa m ror sig med hastighet v i en cirkulédr bana i ett
konstant magnetiskt filt B som &r ortogonalt mot planet som partikeln ror sig i.
(a) Visa att partikelns omloppstid ges av

_ 2mmy
=B

T

(b) Visa ocksa att rérelsemingden for en partikel med laddning ¢ = e = 1.6- 10~ C, som ror

sig i en cirkel med radie R enligt ovan ges av p ~ 300B R dér p dr i MeV/c, B idr i Tesla och
R dr i meter.

8.4 En partikel med laddning ¢ rér sig i en cirkuldr bana med centrum i origo, radie R och konstant

hastighet v. Bestdm den elektromagnetiska potentialen A* i origo vid tiden ¢.

8.5 Uttryck e*"P? F},, F,, i termer av £ och B. Hir &dr €#”?? den fullstéindigt antisymmetriska

tensorn, som uppfyller €’!?3 = 1 och byter tecken vid platsbyte av tva index.

8.6 Visa att Lorentzprodukten av 4-stromtitheten i Ekvation (8.7) &r en 4-vektor.

8.7 En K-meson K sonderfaller i vila i en bubbelkammare till tva pioner: K — 7% 7. Pionerna

har massa 140MeV /c? och ror sig i ett ortogonalt magnetiskt filt B = 2 T. Pionerna limnar tva

cirkulira spar, bada med radie R = 0,344 m. Bestim massan for K°.

8.8 Lit F, vara den elektromagnetiska filttensorn i Maxwellteori. Visa att Maxwellekvationen

aang + 85Fm + 37Faﬁ =0
kan skrivas pa ett ekvivalent sétt som
50‘57585&5 =0,

dir €79 4r den fullstindigt antisymmetriska tensorn.
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8.9 Losning av Maxwells ekvationer:
(a) Skriv Maxwells fria ekvationer 0" F),,, = 0 i termer av potentialen A,,.
(b) Visaatt A, = ¢, exp(ik,x") uppfyller Maxwells ekvationer om €, k" = k,k* = 0. Notera
att k, k* = 0 betyder att A, beskriver en masslos partikel (foton), nidr man kvantiserar den.
(C) Visaatt F),, dr invariant om vi ersitter €, med €, + ok, dir o dr en konstant. Detta kallas
Gaugeinvarians.

8.10 Betrakta ett inertialsystem med koordinater (¢,x,y, z). Fran uttrycket fér Lienard-Wiechert-
potentialen hirled uttrycket for Coulomb-potentialen V' vid origo, dé en partikel med laddning ¢ r6r
sig enligt x = uot, y = 4o, 2 = 0. Hastigheten wug i z-led och positionen yg i y-led &dr konstanter.

8.11 Visa att foljande giller for den elektromagnetiska filttensorn F),,, (antisymmetrisk) och
stressenergitensorn 7, (symmetrisk).

(@) T, F* =0.
(b) F,F*F,*=0.
(©) TWF"PF,F7F =0.

8.12 Visa att Lienard-Wiechert-potentialen kan skrivas pa ett enklare och manifest Lorentzinvariant

sétt som

w_a U*
47 UYR,)’

dir U* ir partikelns 4-hastigheten och R* = (¢ —,x — (%)), som maste uppfylla R, R = 0.
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Speciell relativitetsteori dr mer dn hundra ar gammal, men fysikaliska teorier som bygger pa speciell
relativitetsteori har fortsatt att utvecklas langt efter det. I detta kapitel ges en snabb presentation av
vad du kan forvénta dig vid vidare studier inom dmnet.

Kvantmekanik + speciell relativitetsteori = kvantfdliteori

Under samma period som speciell relativitetsteori utvecklades, 4gde en dnnu mer radikal fordndring
i var syn pa virlden rum. Inspirerad av studier av vixelverkan mellan materia och strélning,
skapades kvantmekanik av Einstein sjélv, Niels Bohr, Werner Heisenberg, Erwin Schrodinger och
manga andra. Kvantmekanik beskriver fysikaliska processer i form av sannolikheter och ger en
sannolikhetsfordelning for deras resultat. I sin ursprungsformulering handlade det om partiklar
med relativt laga hastigheter, exempelvis ror sig elektronen i en viteatom med cirka 1 % av ljusets
hastighet. Darfor behovdes inte speciell relativitetsteori for att visa kvantmekanikens riktighet, men
fragan hur man kombinerar de tva teorierna uppstod omedelbart.

Det fanns nagra knepiga fragor som behovde redas ut innan man kunde né ett svar. Det forsta
hindret var det faktum att den relativistiska mass-skal-relationen, £> = m? + p?, har tva 16sningar
for energin, E = £+/m? +1p?, i motsats till det klassiska uttrycket F' = p?/2m. Frigan var hur
man skulle tolka de negativa energildsningarna som uppstod i det relativistiska fallet. Losningen
pa detta pussel var den insikt som beskrev antipartikiar med positiv energi. Deras existens dr
nodvindig for att ihopslagningen av speciell relativitetsteori och kvantmekanik ska ga ihop.

Den relativistiska grinsen for en partikel motsvarar att ga mot hogre energier, vi minns fran
Ekvation (7.9) att v+ = E/m. Vi vet ocksa att energi kan omvandlas till massa i form av nya
partiklar. Detta betyder att en relativistisk teori inte kan begrénsas till att beskriva system med ett
konstant antal partiklar, vilket exempelvis &r fallet i Schrodinger-ekvationen for en atom. Speciell
relativitetsteori + kvantmekanik kréver att studera manga, i princip odndligt manga, kroppssystem.

Ett sista tekniskt hinder uppstod snart i féreningen av speciell relativitetsteori och kvantmekanik.
Nagra av de integraler som berédknas for att beskriva vissa fenomen visade sig vara divergerande.
Detta problem tog lingre tid att 16sa och blev fullt forstatt forst pa 1970-talet, tack vare arbete av
Kenneth G. Wilson, Nikolaj Bogolyubov, Murray Gell-Mann, Francis Low och flera andra. Teorin
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gér under namnet renormering.

Efter allt detta vet vi nu hur man kombinerar speciell relativitetsteori med kvantmekanik.
Den resulterande formalismen &r kidnd som kvantfdiltteori och det dr spraket diar den aktuella
teorin for partikelfysik, Standardmodellen, formuleras. Kvantfiltteori anvénder filt, precis som den
elektromagnetiska potentialen A,,, som byggstenar. Filt som A,, uppfyller Maxwells ekvationer,
eller en viktig generalisering kallad Yang-Mills ekvationer, och beskriver partiklar med spinn ett.
Man behover ocksa Klein-Gordon-ekvationen for att beskriva partiklar av spinn noll som Higgs
bosonen och Diracekvationen for att beskriva partiklar av spinn en halv, som elektroner och kvarkar.
Hogre spinn dr svarare att hantera och behovs inte i formuleringen av standardmodellen. Det finns
dock atminstone ett anmirkningsvirt undantag: gravitation.

Gravitation + speciell relativitetsteori = allmdénna relativitetsteori

En huvudutveckling parallell mot allt ovanstaende dgde rum i studien av gravitationskraften. Det
stod omedelbart klart att Newtons gravitationslag F' = G % inte dr relativistisk invariant. Till
exempel vixelverkar dir tva avldgsna partiklar med varandra omedelbart. Det var Einstein som
nistan ensam lyckades kombinera gravitation med relativistiska principer, men det tog honom mer
an tio ar och kridvde en drastisk utvidgning av teorin. For att inkludera gravitation var han tvungen
att generalisera Minkowskimetriken 1),,,, till ett dynamiskt filt g,,,,, beroende pé tid och position.
Det visade sig att rumtid dr krokt och att Lorentzinvarians dr giltig punkt f6r punkt och inte globalt.
Man maste alltsa gora olika Lorentztransformationer pa olika punkter.

Den ovan formulerade teorin gar under namnet allmdn relativitetsteori och har testats experi-
mentellt med stor framgang sedan dess. Den forutspar bland annat att planeterna inte cirkulerar runt
solen i exakta elliptiska banor, att ljuset fran avldgsna stjarnor bojs av solen och att tyngdkraften
paverkar tidens flode. Den mojliggér ocksa en beskrivning av universums evolution och forutspar
existensen av svarta hal och gravitationsvagor. Alla dessa forutsigelser har bekriftats av experiment
med hog precision, sa sent som 2017 fick forskarna bakom LIGO Nobelpriset i fysik for upptidckten
av gravitationsvagor.

Framtiden

En kvantmekanisk beskrivning av allmén relativitetsteori har visat sig vara extremt utmanande och
det 4r fortfarande ett Gppet problem, trots att flera viktiga framsteg har gjorts inom stréngteori.
Hindren pé vigen mot en fullstéindigt 16sning dr dock manga. Allmén relativitetsteori forutspar
gravitationsvagor, precis som elektromagnetism forutspar ljusvagor, men kvantiseringen av ljus
kraver emellertid att infora en foton (spinn ett) medan kvantiseringen av gravitationen kraver en
graviton (spinn tva). Detta dr redan ett stort hinder i formuleringen av kvantteorin. Ett relaterat
hinder uppstar nir man vill reglera de divergerande integralerna som uppstar i vissa berdkningar. Pa
grund av gravitationens markliga natur #r detta svart att utfora pa ett sétt som gor att resultaten kan
extrapoleras till godtyckligt hdga energier.

Alla dessa problem har lett till att de flesta fysiker tror att kvantfiltsteorins sprak inte récker till
for en kvantitetsbeskrivning av gravitationen. Detta innebir att det krévs en radikal ny formalism
vars véglingder dr minst lika korta som Plancklingden /hG/c3 ~ 10735 m, den otroligt lilla
skalan som kan erhéllas genom att kombinera naturens grundliggande konstanter. Pa sa sma lingder
forvéntas sjidlva begreppet rumtid brytas ner. Sokningen fortsétter.
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special relativity
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